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RESUMO 
O estudo dos íenômenos de tr·ansporte de substâncias em corpos de 
águas rasas, em particular· em estuários, tem tido uma importância 
cr·escente nos últimos anos, devido ao aumento do uso deste recurso e 
ao crescente grau de poluição dos mesmos. 




um modelo matemático de transporte de massa bidimensional 








velocidades e niveis 
de Galer·kin, par·a a integração espacial, e o de 
a int..egração temporal. Est..e modelo t..em como 
da geometria do corpo de água, os campos de 
obt..idos a partir de um modelo hidrodinâmico 
bidimensional, horizont..al, desenvolvido anteriormente. 
Os result..ados de 
quais ser·viram para a 
validade dos parâmetros 





teór-icos são apr·esent..ados, os 
deíinição dos int..ervalos de 
ambos os modelos. A análise é 
de Courant.. (par-a o modelo 
hidr·odinâmico) e Péclét (pax·a o modelo de t.r-ansport.e de massa). 
Especial atenção é dada à cor·r·et..a escolha do tensor de dif'usão, o 
qual deve levar· em conta os eíeit,os do escoamento oscilat..ór·io e 
1·esidual, bem como out,r•os tipos de ir·regular·idades da moríologia 
(sacos, canais e vár·zeas). 
Duas aplicaçê-:íes ao estuá1·•ic, da laguna dos Patos são apr·esentadas, 
e os result..ados são comparados com dados obse1· vados. Um bom ajuste do 
modelo hidrodinâmico (levando e1n conta velocidades residuais e 
gradjent,es de níveis ic�ntr·e a laguna e o ma1·) é necessário para um bom 
do modelo t.r-anspor•te de massa. Deve-se salient..ar·, também, 
t�at..or, de que a obtenç;:'i'o das condições iniciais pa1·a este último é um 
vit,al impor-t,ância, devido a que o sist,ema apr•esenta uma memoria 
em i-elação aos t�empos de simulação, nor•rnalmente de um dia. 
longa 
amplamente O modelo desenvolvido apr·esenta-se como se.ndo 
sat.isf·atór·io na simulação de r.n·oblemas de tr·anspor•t..e de massa par•a 








f"enomena in shallow wat.er·, 
import.ance during the last 
oí� these resources and t.he 
mainly in 
years. The 
r·eason is t,he increasing use 
increase in pollution. 
consequent, 
This work present,s the development, and applications of" a 
twodimensional vertically integrated mass tr•ansport mathematical 
model. The rinite element method is used wit.h Galerkin crit.erion for· 
t.he spacial int.egrat.ion, and t.he f"ini t.e dif"er•ences met.hod for t.he t.ime 
int.egr·at.ion. The dept.hs an.d velocit.y f"ields for ever•y t.ime st.ep are 
supplied by a bidimensional hydrodynamical model previously developed. 
The results of" several test.s are present.ed. These tests were 
íor stablishing and/or veriíing the applicability range of" 
par·ameters used in both mo<lels. The analyses was carried on 
dif"e1'ent Couran.t. <1:~or the hydrodynamical modeD and Péclét. (for 





The choice of" the dif"f"usion tensor was caref"ully analysed, as it 
has t,o take account both oscillating and residual f"lows, as well as 
mor·fological irr·egularities (pockets, channels and small depht, areas). 
Two applications, both for Patos lagoon, ar·e presen.ted, and their 
r-esult.s compar·ed wit,h obser·ved data. The compar·ison. shows t.hat, 101· a
good agreement betJween obser·ved and calculat.ed concent.r•at.ion, good 
r-esult,s f"rom t.he hydr·odinamical model are essent.ial. The model must,
espec:ially include t.he ef·f·c�ct of" residual veloci t.ies and knowledge of" 
t.he lagoon-sea leve.! gr·adient is also needed. It. is t.o be noted t.hat,
t.he init.íal condit.ion f"or t.he t.ranspor·t. model are ver·y impor•tant, 
since tJhe s·imulat.ed syst.ern has a long memor·y, especially when compar·ed 
wit.h the one-day simulat.ion t.ime. 
Th1c.:., mass t.ranspor•t� model showed t.o be sat.isf·act.or·y f"or· the 
simulatJ ion of· well rnixed or, at least, par•t,ially st.r•atif"ied estJuaries. 








est.ul1rios em par·t.icular•, 






e ao meio marinho, 
aparecem como locais 
da t�auna. 
ao meio t.er-r-est.re, 
relat.ivament..e pobre 
privilegiados para o 
relat.ivamente pobre em água, 
em nut..rient.es, os est.uários 
desenvolviment.o da :flora e 
Ist..o pode ser explicado pela pr·ópria def'inição de est..uâ.r•io devida 
a Pritchartd (1967). O autor• def'ine estuário,, como sendo um corpo de 
água cost.eh'o semi-fechado onde há uma alt.ernância de água salgada e 
doce, com impor·t.antes processos de mistura. É est.a alternância, somada 
a sua geomo1'1ologia e clima, que per·mi te a existência da grande 
var·iedade de espécies animais e vegetais. 
Par·a a atividade 
consider·ável, const..it,uindo, 
saida ao oceano ou acesso 
maior•es nele encontradas 
gr·andes por-tos. 
humana eles apresentam um interesse 
seja um abrigo natural, seja uma via de 
ao interior· do continente. As pro:fundidades 
L=1cili tam a navegação e a localização de 
Atualment,e, rios e estuários são usados como coletor·es de esgotos 
domést,icos: e Íl)dust.r·iais: que, embor·a não sejam consider·ados totalmente 
net·ast.os após sof"r•erem algum tr·atament.o, deter•ior·am a qualidade da 
;�gua e a vida nele existente. Na úH,ima década t..êm-se intensit·icado os 
est.udos destes ecossist.emas e a luta pela sua sobrevivência. No mundo 
cient.íf"ico, oceanólogos, biólogos e engenheir·os, outr•os 
compreensão e 
da humanidade 
pr·of"issionais, estão t,r•abalhando 
ajuda 
na sua 
impor·tante pr·ese1'vação. Tem sido uma 
co1neçar· a +�01nai-· consciência da r1ecessi dade de 




manter a vida no 1nundo, 
Um pr·oblema comum deni:,ro da engenhar·ia consist,e em det,erminar a 
capacidade do est,uár·io em i:,ransport,ar descargas cont,aminani:,es e 
subst,âncias nele diluidas para, a partir daqui, indicar a ut,ilização 
ou não de t,rat,amentos para estas águas servidas. Out,ro problema comum 
(e que ser·á tr•at,ado neste trabalho) é a detel'minação da penetração de 
água salgada sob deter·minadas condições hidráulicas e meteorológicas. 
Este problema é impor·tante, por exemplo, na localização de tomadas de 
água para consumos di ver•sos. 
O transporte de salinidade, e de qualquer outro constituinte, é 
r·ealizado através de uma sér•ie de mecanismos conhecidos como mistura, 
que dependem de vários fator·es, tais como: vento, correntes e 
morfologia. Estes mecanismos podem ser divididos em dois grupos: os 
que produzem o tr·ansporte advectivo e os que produzem o transporte 
dif"usivo. 
O transpoI'te advectivo é 
é condicionado pr·incipalmente 
meteorológicos (vento), sazonais 
realizado pelo campo de escoamento, que 
por fatores astr·onômicos (maré), 
(descarga de água doce) e por efeitos 
secundários, como a aceleração de Coriolis. 
o tr·ansport,e dif·usivo 
tJ ur·bulent,a_, é originado 
que abr·ange 
f·undamentalment,e 
a dif"usão molecular 
pela tur·bulência 
escoamento dado que a difusão molecular· é muit,o menos significativa. 
e 
do 
O pr·esente t,r•abalho tem como objet.ivo a elaboração, ver·if"icação e 
8plicação de um modelo mat.emático bidimensional horizontal de 
t,r•anspor•t,e de massa. Os campos de velocidades e niveis são obtidos de 
um modelo hidr·odin,_'!onico já exist.ent.e [Rosaur•o, · 1986). São apres:ent.ados 
vár·ios test.es t,eóricos, visando definir· os int.ervalos de validade dos 
pa1·âmetr-os envolvidos. São apresentadas duas aplicações ao est.uário da 
Laguna dos Pat.os - Rio Gr·ande do Sul (Fig. 1.1). 
O const.ituint,e a modelar é a concent.r·ação salina para diver·sas 
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Fig 1.1 - Est.uár•io da laguna dos Pat.os [Kant.in> 1983] 
o mét.odo de I•esolução numérica escolhido roi o dos element.os 
f"i.nit.os, por· apresent.ar· uma grande versat.ilidade na repl'esent.ação de 
regiões com geomet.1--ias complexas, a possibilidade de poder; variar• o 
t,amanho dos element.os: que compõem a malha e racilidade na 
incor-pc,1•ação das condições de cont.or•no do problema. 
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CAPÍTULO 2 - BASES TEÓRICAS 
2.1 - Introdução 
Para assegurar que o uso dos estuários pelo homem não repercutirá 
negativamente, é preciso compreender e prever os e:f"eitos que esta 
prática pode acarretar. Da mesma f"orma que os trabalhos de engenharia 
não devem transtornar o equilibrio natural do estuário, é import.ante 
saber dimensionar e localizar ditas obras para não serem prejudicadas 
pelo movimento natural do estuário. 
A previsão destes ef"eit.os requer um conhecimento da circulação e 
mistura nos estuários, causadas pelo e:f"eito conjunto da maré, das 
condições meteorológicas, das descargas f"luviais e da morf"ologia 
local. Os vários aspectos deste escoamento produzem três categorias 
"hidrodinâmicas" de est�uários [Fischer et alii, 19791 <Fig. 2.1): 
a) estuários perf"eitamente estratif"icados {Fig. 2.1a),
b) estuários parcialmente estrati:f"icados, nos quais existe um 
gr·adiente de concentração vert.ical (Fig. 2.1b), e 
c) estuár·ios bem mist.ur•ados (Fig. 2.1c).
_ FLUXO DE ÁGUA 
DOCE 
( o l 
_ DESCARGA 
D RIO 
( b l 
DESCARGA 
- 00 RIO 
Fig. 2.1 - Distribuição de salinidade para as di:ferent.es 
categorias de estuários 
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( e l 
DESCARGA 
DO RIO 
A mist.ura em est.uários result.a da combinação da difüsão 
t.urbulent.a, de pequena escala, e do et'eit.o do gradient.e de velocidade
na ver·t.ical, de escala maior. A soma dest.es dois mecanismos se 
denomina dispersão (Fig. 2.2). A consequência da difusão t.urbulent.a é 
a t.r·ansf"er•ência de massa at.r·avés das linhas de corrent.e. Ocorre t.ambém 
dif·usão t.urbulent.a na dir•eção do escoament.o, mas comparada ao efeit.o 
do gradient.e de velocidades sua import.ância é menos significat.iva. 
( o 1 
( b) 
( e J 
Fig 2.2 - Component.es da disper·são: 1 - dist.ribuição inicial do 
t.raçador; 2 - perfil de velocidades; 3 - dist.ribuição do
t.raçador em um t.empo post.erior. a) Advecção dif'erencial
sem difusão. b) Difusão sem advecção dif'erencial.
e) Advecção e dif'usão combinadas [Cunge et. alii, 1980].
Os pr·ocessos dit'usi vos e os advect.i vos podem ser identificados em 
um cor·rent.ograma, a part.i1, da decomposição da velocidade inst.ant.ânea 
em flut.uações de períodos menores (alt,a fr-equência), devidas à 
t.1__u•bulência, e em flut.uações de períodos maior·es (baixa frequência), 
que cont,er·iam os ef"eit.os advect.ivos. Do primeir•o se tem o denominado 
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transporte difusivo e do segundo o transpor·te advect.ivo ou convect.ivo. 
2.2 - Causas de mist.ura em estuário;:;: 
2.2.1 - Mistura causada por vento 
O efeito do vento na mistura depende fundamentalmente da cor-r·ente 
induzida pela tensão de cisalhamento do vento na super:ficie da água, a 
qual, junto à tensão gerada no :fundo pela rugosidade, produzem um 
fluxo cisalhante na coluna de :fluido que causa mistura turbulent.a e, 
por conseguinte, uma mudança no per:fil vertical da massa especi:fica 













Fig. 2.3 - E:feito do vento na circulação 
2.2.2 - Mistura causada por maré 
A maré ge1'a escoa1nentos cisalhantes mediante diversos mecanismos. 
O primeir•o a citar é o próprio :fluxo de maré e sua int.eração com o 
fundo, ger•ando t.ur•bulência. O segundo import�ant.e é a int.eração da onda 
de maré com a bat.imet.ria. Levando em cont.a a ação em grande escala da 
mar·é sobre a mist.ura, t.eremos t.r•ês ef"eit.os impor•t.ant.es [Fischer et. 
alii, 1979]: a) o ef"eit.o cisalhant.e, b) o campo de velocidades 
r·esiduais e, c) a maré obst.r-uida. 
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O caso a) é o mais óbvio já que é um f"luxo de tipo f"luvial mas 
com alternância per·iódica no sentido das correntes. Desta f"orma, os 
estudos sobre mistura em rios dão uma boa primeira aproximação das 
ordens de grandeza dos parâmetros da dispersão. O caso b) representa 
uma caract.e1'istica importante do escoament.o devido à maré e é obtida, 
em um ponto, pela integr·ação sobre um ciclo de maré da velocidade. As 
causas f"undamentais da exist.ência desta cir·culação são o ef•eito de 
Coriolis, principalmente em g1"andes estuários, e a interação entre o 
f"luxo de rnaré e a batimet.ria do estuário. Alguns estudos t.êm most.rado 
que as correntes principais durante a maré enchente e a maré vazante· 
percorrem caminhos dif"erentes em um estuário. Ist.o é ilust1 ... ado na f"ig. 
2.4, par·a o estuário Mersey, Inglaterra [Fischer et alii, 1979]. 
LIVERPOOL 
········.\.·º···· 
Q l 2 3 4 5km 
....... --�'.��!º���:::: .. ::::: :: ::: : . 
Easthom 
Locks 
Fig. 2.4 - Padrão de cü•culação de maré do rio Mersey 
[Fische1' et alii, 1979]
Por· último, o caso e) r·epresent.a aqueles casos de armazenamento 
de "volumes de maré" em sacos e canais. Est.e mecanismo é devido ao 
balanço entre a inércia da massa de água, a f"o1'ça de pr·essão devida à 
declividade da super•fl.cie livre ("a f"or·ma da ma1--é") e à 1 ... esistência do 
f·undo (Fig. 2 .5). 
� 
-
Fig. 2.5 - Ef'eito da mar·é obst..r·uida [Fischer et. alii, 1979] 
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2.2.3 - Mist.ur-a devida à descar·ga de água doce 
A descar-ga do r-io pr-oduz um gr-adient.e da super-ficie livr·e, que 
deve ser- balançado pelo gr-adient.e de densidade ent.r-e a água doce e a 
água salgada e pelas i~or-ças de r-esist.ência int.er-na e de cont.orno. O 
gradient.e da superficie livre produz uma força que é const.ant.e em t.oda 
a profundidade, no ent.ant.o, o gradient.e de água salgada produz uma 
for-ça que vai increment.ando com a profundidade. Assim os padrões de 
circulação est.uarina mais comuns most.ram um escoament.o de Agua doce 
superficial em direção a jusant.e, e um escoament.o de água salgada no 
fundo, para mont.ant.e [Smit.h et. alii, 1979]. Exist.em t.ambém var-iações 
t.ransversais que devem ser levadas em cont.a, mas que são pouco
conhecidas. No caso de um est.uário bem mist.urado, os gradient.es de 
densidade serão horizont.ais, produzindo corrent.es de densidade. 
Est.es processos fisicos em corpos de água são os que causam o 
t.ransport.e e mist.ura de subst.âncias que nos int.eressam modelar. Todos 
est.es mecanisn1os t.êm um carat.er t.ridimensional. Porém, pelas 
dificuldades, ou quase impossibilidade, de se trabalhar com modelos 
t.ri-dimensionais, são feit.as simplificações para o uso de modelos de 
duas ou, ainda, de uma dimensão. Est.e pr•ocesso acarreta o surgiment.o 
de novas variáveis para r·epr-esent.ar a dimensão que :foi suprimida 
mediant.e a aplicação de médias espaciais. Foi demonst.rado que par-a um 
mesmo estuário, dois modelos, um bidimensional e outro unidimensional, 
par·a a p:r-evisão de concent.rações máximas de poluent.es, deram 
r·esult.ados muit.o diferent.es ent�re eles [Far:r-aday et. alii, 19751. 
2.:3 - Di:fusão e Dispersão 
Uma das principais dit-iculdades encont.radas na modelação se 





como para o t.ransporte de massa. Como foi dit...o 
o carat.er t.ri-dimensional dos processos de mist.ura pode
-------- ·-·----·----·-
em t.rês mecanismos., 
--·�- --..... ·---� ............. _____ �-�-- -- --
represent...ados pelos respectivos 
di:fusão vert.ical (ao long-o da pro:fundidade), dif"usão 
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direção do fluxo) e t.ransversal ireção t ·luxo) disper·são 
longit.udin.~_l- ---~~~ . __ d~:t"~9.~?. 
um dest.es coef'icient.es. 
2.3.1 - Dirusão ver·t.ical 
do escoament.o). Discut.iremos brevement.e cada 
A mist.ura vert.ical é devida à t.urbulência, principalment.e à 
gerada pelas t.ensões de cort.e junt.o ao 1undo. Para o caso ideal de um 
canal re-to, de lar·gur·a in:finí 'ta, pr·o:fundídade cons-tan-te e uni :for-me, o 
coef'icient.e de mist.ura vert.ical, t::v, t.oma a 1orma: 
(2.1) 
sendo h a prof'undidade do pont.o e U* a velocidade de cort.e ou 
---------- ------- - ~ -·-- ~ ---------~--- ·~·--- ··-- ·-·-···-·-
cisalhamen'to, dada por U*': _ _:=_ (T 0/~)1/2~-~m?e T 0 é a t.ensão . d~-cor_!:_':_ __ ~<: 
1undo e p a massa especif'ica do 1luido [Fischer et. alii , 19791. 
·--·-""--·-- - ---... --.·-···~··-'-" ---· -------------------------·--~~-~ 
O valor da const.ant.e surge de considerar que a const.ant.e de Von 
valor 0.4, no pertil de velocidades logarit.mico. O 
problema aqui é que U* varia de aproximadamente zero,. para as menores 
velocidades, a um valo1-. máximo para as mais alt.as velocidades. Assim, 
é usual assumÍ1' um valor médio para U* ' em 1unção da velocidade média 
na seção. Bowden (1967) suger·e para a prof·undidade média: 
.Bv = 0.0025 h ua. (2.2) 
par·a condições de densidade const.ant.e, onde Ua. é a velocidade média da 
Se a coluna de á gua est.á est.t--at.iricada em :for·ma est.ável, duas 
f'ór·mulas são usadas mais f':r-equent.ement.e . A pr·imeÍ1'a devida a Munk e 
An.det·son [Rodi, 1984]: 
e v ( 1 
"=' 3"=' R ) - 3 / 2 = & ·o + .... .., i. (2.3) 
onde ;:;
0 












sendo p a massa especiíica, u a velocidade longitudinal e z a 
coordenada vertical. 




&v = 8.59x10-3 ut [----- JC1 + 0.276 R.i.) (2.5) 
sendo U
l 
a velocidade residual média da mar·é e d é a prof"undidade. 
Est.as t�ór·mulas apresent.am valores muit.o diíer·ent.es nos estuár·ios 
onde íor·am ut.ilizadas, podendo-se concluir que as propriedades do 
f"luxo tJur·bulentJo na pr·esença de gr·adient.es de densidade est.áveis, são 
ainda pouco conhecidas, sendo necessár·io um maior aproíundament,o no 
t.ema. 
2.3.2 - Diíusão t,r•ansver·sal 
Como no caso ant.er·ior·, não há um caminho t.eórico para est.imar o 
coef"icientJe de diSusão t.r•ansver·sal, devido ao escasso conheciment.o que 
SE� t,ern das distJr-ibuições de velocidades e t.ensões de cort.e. Uma 
alt.ernat.iva é est.uda1' estes coe:ficient.es experiment.alment.e, mas as 
experiências: realizad.é1s não são conclusivas [Eiger, 1988]. 
Uma boa apr•oximação para estuár•íos pode ser f"eit.a a par•t.ir de 
estudos realizados em r•ios. Para o caso de um canal r•et,o de seção 




Em geral, valores maiores são induzidos pelas irr•egularidades da 
bat.imet.ria e curvat.ura dos canais nat.urais. No caso de est.uários, 
também se Íaz necessário levar em conta os mecanismos devidos à 1nar•é 
obstruída, à circulação residual e às correntes induzidas pelo vento, 
que t.êm uma component.e t.ransversal que produzirá mistura. Quando se 
deíine o coeÍicient.e de diÍusão tranversal em um ponto, está-se 
ref'er·indo ao coef'iciente que resulta da combinação de todos estes 
mecanismos. 
Como em um estuário é bastante comum encontrar Íluxo e contra­
f'luxo, a diíusão tr·ansversal poderia ser maior que a diÍusão 
turbulenta, não sendo por tanto de extranhar a grande variedade de 
valores medidos destes coeíicientes. Em alguns casos mais complexos, 
não é possivel deíinir um coeÍiciente de diíusão turbulenta 
transversal (dado pela lei de Fick). Como os modelos numéricos tendem 
a representar 
coeíiciente de 





escalas médias da corrente, é comum incluir no 
mistura transversal as ílutuações de velocidade, cuja 
que o tamanho da malha usada. Neste caso o coeficiente 
da var•iação vertical da componente transversal da 
Algumas experiências para medir· este coeíiciente (com durações de 
4 a 5 hor·as) tem dado valores que variam de 0.42 a 1.61, par·a a 
constante da equação (2.6). No trabalho de Sumer e Fischer (1977), se 
sugere que a estrat.iíicação a:feta mais a mistura transversal que a 
ver·tical, mas não há coníirmação com medições em protótipo. 
Eiger· (1988) apresenta vários valores para a I'elação ct/hU*, para 
canais lar•gos, em f"unção da relação pr·of·undidade/largur•a, 




que os medidos 
t·osse estimado 
ou f'or·mulações teór·icas, 
em 
a partü, dos 
poder-se-iam 




etn canais de laboratório 
er·r·os impor·tantes nos 
Elder (1959) determinou que no caso de consider·ar tur·bulência 
isotrópica, a expressão do coe1iciente de dif'usão transversal é: 
&t = 0.068 u* h (2.7) 
Mas no caso de considerar tur-bulência anisotrópica, o valor· da 
constante na equação (2.7) é triplicado, obtendo-se: 
(2.8) 
A comparação das equações (2.7) e <2.8) conduz a um erro na 
estimativa de &t da ordem de 300%, quando a turbulência é considerada 
isotrópica. 
2.3.3 - Dispersão longitudinal 
Os primeiros trabalhos sobre o coe1iciente de dispersão 
longitudinal, K, 1oram apresentados por Taylor nos anos 1953 e 1954, 
par·a o caso de um escoamento em um conduto circular e por Elder em 
1959 par-a canais de labor-atório. Elder (1959) indicou que o processo 
de disper-são é contr-olado pela combinação do transporte advectivo 
<longi tudinaD e a di:fusão lateral das particulas de fluido produzida 
por· mist,ur·a turbulent,a ou di1usão molecular. o autor obteve 
analiticamente, par•a um canal suf'icientemente largo onde o per·f'il de 
velocidades logaritmico é runção só da coordenada vertical, que o 
coef'icient.e de dispersão longitudinal é: 
K = 6.1 U* h (2.9) 
A const..ant.e da equação (2.9) leva em conta duas parcelas: uma 
cor-1'espondente à advecção, com um coef"iciente de 5.86, e a outra 
devida à turbulência anisotrópica com um coeficiente de 0.23 <Eq. 
















(2.7) e do 
experimentais 
obt,idos por· Elder· ajusi:.,am-se para uma const,ant,e de 6.3 na equação 
(2.9), com baixos números de Reynolds e t,empos de dispersão pequenos, 
impost,os pelas inst,alações usadas. Os valores t,eóricos subest,imam os 
valores r·eais devido, t�undament,alment,e, às hipót,eses de t,rabalho 
adot,adas. 
Eiger· (1988) apresenta uma 
onde a constante da expressão 
assumidas poP cada autoP. 
vasta análise das f"órmulas empiricas, 
(2.9) varia em :f"unção das hipóteses 
Thackstson e Krenkel (1967) obtiveram a seguinte relação para 
canais com paredes suaves e três tipos de f"undo: 
= 11.9 (2.10) 
Como o valor da constante é duas vezes superior à de Elder, os autoi:·es 
concluíram que seus resultados estariam aí·etados por e:f"eitos 
tr·idimensionais. Introduzindo o coet�iciente de rugosidade a 
expr·essão (2.10) í'ica: 
K 8 




McQuivey e Kee:f"er (1974) 
ant,er·ior· 
obLiver-am: 
e consider•ando o 
utilizando um pr·ocediment.o semelhante ao 

















K 8 b z 
hU* 
= 0.011 ( ) 
:f h 
(2.13) 
Aqui a dependência de r é muito mais ror·te que nos casos 
anter·ior-es. Se o canal é de labor-atór-io, a r-elação anter·ior- t·ica: 
K 8 b z 
= 0.046 ( ) 
h 
(2.14) 
Com esta constante, K se incrementa em, aproximadamente, quatr·o 
vezes. 
Singh, Ranga Raju e Gar·de (1987) a par·tir de uma compilação de 
valores de K/hU* obtidos por vários autor·es, incluidos os enumerados 
anteriormente, concluiram que esta var•ia de 4 a 1000. 
As ror-mulações empiricas apresentadas f"oram obtidas usando canais 
naturais, com exceção daquela dada por- Thackston e Krenkel <equação 
2.10). 
Eiger• (1988), a partir- de um enf"oque dif"er-ente, determinou o 
modelo 
da 
coef·iciente de dispersão longitudinal, usando um 
tr·idimensional do tipo k-& <energia cinética 




t ur· bulência 
(2.15) 
é o númer•o de Schmidt. t.ur·bulent.o dado pela relação 
entre a viscosidade t,urbulent,a e a dif"usão tur·bulenta, J o
coef"icient.e de disper·são longitudinal adimensional e c uma constante. 
Par·a valor·es tipicos de canais de laborat.én·io lar·gos ., o aut.or· obteve: 
= 18.5 (2.16) 
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valor tr·ês: vezes: superior· ao de Elder·. 
Na figur·a 2.6 é apresentada a relação ent1'e o coeficiente de 
disper·são longitudinal adimensional J e a relação b/h, obtida pelo 





g Sº h 1-/ 
(2.17) 
onde v é a viscosidade molecular e e é a taxa de dissipação de ener•gia 
cinética da turbulência. No gráfico k
9 










Modelo K- E: com o mesmo ru9osidode 







ks = 0,0 cm 
6 ks = 0,5 cm 
• ks • 3,0 cm 
80 100 
Relação entr·e a disper·são longitudinal adimensional e b/h 
[Eigt.�r·, 1988] 
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O autor chegou às seguintes conclusões: 
- o e:fei to das cor·r·entes secundárias sobre o coeficiente de dispersão
não é mui to signit'icati vo,
- a :forma do perfil de velocidades longitudinal afeta a dispersão
longitudinal mais que a circulação horizontal,
- o coe:ficiente K é r·apidamente incrementado para valores baixos da
relação b/h, e lentamente para valores altos de b/h,
- a rugosidade dos contornos também a:feta o coeficiente K. Quando a
rugosidade é uniforme nas paredes e fundo do canal, os coeficientes
são menor·es que para o caso de paredes mais rugosos que o fundo.
Neste último caso, o aumento é devido ao maior cisalhamento perto da
par•ede.
- exist.e uma grande di:ferença ent1"e os estudos t..eóricos e numéricos
realizados e as fórmulas empíricas.
o coeficiente, obtido numericamente, tende a um valor assintótico,
fat.o que não é ref·letido nas fórmulas empiricas. 
Est.es estudos de canais são import..antes para estuários, já que 
:fornecem uma primeira aproximação dos valores dos coeficientes de 
dif·usão. Todos estes est.udos são para o caso de não existir inversão 
. do fluxo. 
Fischer et. alii (1979) mostram um est..udo que considera o caso de 
1luxo oscilat.Ó1"io de período T. O estudo indica que é necessário um 
t.empo Tc=b2/t;m <�m é o coef'icient.e de difusão molecular e b a largura
do canaD, para que o per:fil de concentração seja complet.amente 
adapt.ado ao novo per:fil de velocidades, após um tempo T/2. Exist,em 
aqui dois . casos limites: o primeiro, onde T é muito maio1' que Te e o 
segundo, quando T é mui t.o menor que Te-
Para o pr·imeü--o caso <T>>Tc), o perfil de concent.r·ações terá 
t.empo sut'icientJe par·a se adapt.ar· ao novo perfil de velocidades. O 
coef'icientJe de disper·são 
direcional, excet.o em um 
é o mesmo que par·a o caso de um :fluxo uni­
pequeno lapso de tempo {muito menor que T), 
durant.e o qual o escoamento se inverte. 
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No caso T<<Tc o per1-il de concent.rações não chega a se adapt.ar ao
novo per•f·il de velocidades. Pode-se esper·ar· que as oscilações da 
concent.ração ao redor da média (C') sejam nulas, e ent.ão o coef"icient.e 
de dispersão i.,ende ao coeficient.e de difusão t.urbulent.a. Nest.e caso 
não há disper·são devido ao 









inst.ant.ânea. Durant.e o t.empo que o fluxo est.,á em uma direção, a font.e 
o segue, 
posição 
mas quando o fluxo ret.orna, a concent.ração ret.orna a sua 
or•iginal. Isto acontece quando não há mistura transversal
ant.es do escoament.o se revert.er. 
(a l (bl (e) (d l 
Fig 2.7 - O efeit.o cisalhant.e em um fluxo oscilat.ório para T<<Tc
(a) Dist.ribuição hipotét.ica da velocidade U, (b) xonte
linear introduzida em t=O, (c) distribuição da
concentração para t.=T/2, (d) distribuição para t.=T
[Fischer et alii, 1979].
Se a velocidade apresent.a também uma component.e per·manent.e, como 
no caso dos est,uár·ios onde a velocidade residual não é nula, ent.ão 
apar-ecer·ão dois coef"icient.t?S de disper:::�ão long-it.,udinal. Um deles ser·á 
af·et,ado pelo f"luxo oscila1,ór·io F• o ou1,r·o pelo per·f"il per·manent.e. O 
coef"icieni,e de disper·são 1· esult.ant.e E.•st�ar·á dado pela soma dos dois. 
No caso de um est.uár·io, poder·-se-ia aplicar· a t.eoria de disper·são 
devida a f"luxo cisalhant.e para r·ios. Dest.a f"o:r-ma, ut.ilizando a t.eor·ia 
do rluxo oscilat.ói-·io vist.a ant.erio1'ment,e, é possivel supo:r- que exist.a 
uma relacão ent.re os coef·icient.es de disper·são, do t.ipo: 
(2.18) 
onde 1-<"T') é plot,ada na f"igura 2.8, obt,ida por· Fischei-· et. alii (1979) 
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para o caso unidimensional, T'=T /Te é a escala adimension.al de t.empo 
para nlist.ura transversal, 
e T é o período da mar•é. 
K
0 









Fig. 2.8 - Dependência de K com o período de oscilação 
Se a seção t.ranversal é larga e pouco profunda e os efeitos da 
densidade est.,ão ausentes, podemos fazer uso da expressão de K
0 
para 
r·ios, deduzida por Fischer et. alii (1979): 
(2.19} 
na qual T é um coef'icient.e aproximadamente igual a 0.1 e u' é a 
flutuação t, ur·bulent.a da velocidade na direção do escoamento. 
Combinando este resultJado à equação (2.18}, obtemos uma expr·essão par•a 
a pr·evisão do coe:ficiente de disper·são longi t.udinal em um estuár·io 
par·a um escoamento cisalhan.te: 
K = 0.1 u'2 T [- f"('f'}l 
T' 
A t�unção 1/T' t�(T') é plotada na figura 2.9 
(2.20) 
Se por exemplo, temos uma maré com per-iodo T•25 hs em um canal 
r•etangular· de 300 m de lar·gura, uma velocidade média de 0.3 m/s, e
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1,0 ,...........,...,....-,--,------r--""TT".,.,...-r-.-r-,--,----,-,.,..,,-,--....-,,--,--...,....---, 
0,01 ................................ _,_ __ ..................... _.__,__..__ _ _,_u....L...L..__L..-,___._ _ __, 
1,0 0,1 0,01 
Fig. 2.9 - Função 1/T'.f(T') usada na equação (2.20) 
assumindo que u'2 =0.2U
2
, o valo1'" máximo pa1'"a o coericiente de 
dispe1--são será de aproximadamente 135 m2/s. 
A expr•essão (2.20) apresenta as seguintes limitações: a). o canal 
deve ser relativamente unif"orme ao longo de uma distância várias vezes 
maior que a lar·gura, b) a i-·elação b/h deve ser· gr·ande> e e) a água 
deve ser de densidade constante. As equações usadas para derivar a 
r·elação (2.20) supõem um pei--f"il de velocidade linear, mas estudos 
t..eóricos tJêm demonstr•ado que se existe inver·são de fluxo na seção 
t,ransversal, somente o 
Dest..a :for·ma,. a equação (2.20), 
de 
junt..o à 
proporcionalidade se altera. 
t·igura 2.9, f"ornecem uma 
pr·imeira estimativa de K, se o mecanismo de disper·são é gover•nado por· 
um escoament..o cisalhante e oscilat..ór·io. 
Um aspect..o impor·tant..e da equação (2.20) e das f"igur·as (2.8) e 
(2.9), que deve ser levado em cont..a, é que est..as t·ornecem valores do 
coef·icient..e de dispersão longit..udinal menores em escoamentos com maré 
que em escoamentos permanentes similar•es. Os máximos valores de K
ocorrem quando o período da mar·é é semelhante ao t..empo de mistura 
t..r·ansversal (T�c)· Observações em campo cor·r•oboram est..es 1--esultados. 
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No item 2.2.2, !oi vist..o o caso de mar-é obstr-uida por· sacos e 
canais que conver-gem ao estuár·io. Nesses locais dever·á ser- consider-ado 
um coeliciente de disper·são que leve em conta a mor·fologia local, 
tr·azendo como consequência um incr·ement..o impor-tante deste coeficiente. 
Fischer- et alii (1979) apr-esentam uma fór~mula deduzida por· Okubo, par·a 
o caso de alt..er-ações das mar-gens distr-ibuidas unifor-memente ao longo 
do canal pr-incipal. 
Dent.r-o do mesmo it.em~ roi mencionada a mistur-a causada pela 
descar-ga de água doce. Em um estuár-io estratificado ver-ticalmente, é 
de se esper-ar- que o coeficiente K seja uma função da var-iação da massa 
especifica na ver-tical. Fischer- et alii (1979) apr-esentam uma fól'mula 
par-a K, par-a um canal tr-iangular- de pl'ofundidade h e lar-gur-a b: 
K = 1.9x1Q-!5 (2.21) 
sendo x a dir-eção do escoamento pr-incipal e E 0 o coeficiente de 
mist..ur·a ver·tical par-a quantidade de movimento. 
Alguns valor-es obser-vados dos coef"icientes de difusão e disper-são 
são r-epor·tados na liter-atur-a. Na tabela 2.1 são r-epr-oduzidos valor-es 
medidos de disper·são longitudinal em est.uál'ios e r·ios [Fischer- et 
alii, 19791. Outr·os autor-es mostr·anl valor·es de K par-a estuár·ios, mas 
como no caso de r·ios, estes valor·es var·iam amplamente. 
2.4 - Modelação matJemátJica de cor·pos de água 
Os :fenômenos fisicos natur-ais, tais como a cir-culação em cor-pos 
de água, são descritos matemat.icamente por um conjunto de equações 
complexas que, junto com as condições iniciais e . de contor-no, for·mam o 
modelo matemático. Este modelo, longe de ser- per~:feito na sua 
r·epr·esent..ação, nor·nlaltnente não possui solução anali tica, salvo em 
casos muitos simplif.icados. Faz-se necessár·io, ent.ão, usar- um método 
numér·ico par· a r·esolve-lo. Diver·sos mét.odos são apr·esentados na 
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Potomac . 55 ()97:!) 
Delaware 500-1500 
San Francisco 200 Glenne and 
Bay Selleck (1969) 
San Francisco 200 Cox and 
Bay \1acola (I 967) 
Severn 10-100 Stommel (1953) 
Potomac 20-100 Hetling and 
O'Connell 
(1966) 
Delaware 100 Paulson (1969) 
Mersey 160-360 Bowden ( 1963) 
Rio Quayas, 760 
Equador 
Severn (summer) 54-122 Bowden (1963) 
Severn (winter) 124-535 Bowden (1963) 
Thames (low 53-84 Bowden ( 1963) 
river flcw) 
Thames (high 338 Bowden (1963) 
river flow) 
Tabela 2.1 - Alguns valores de K medidos em estuários 
[Fischer et alii, 1979] 
literatur·a, sendo os mais comuns os métodos de elementos f'initos <MEF) 
e de dit~erenças f'initas <MDF). 
Dado que os escoamentos que serão tr•atados são eminentemente 
tur·bulentos, desde um ponto de vista da engenharia, é conveniente 
uso da simplit~icação devida a Osborne Reynolds, ou seja, a 
decomposição de uma variável VJ qualquer em uma parte "média" ou de 
escala e utna "f'lutuação", de pequena escala, 
Matematicamente se expr·essa por·: 
(2.22) 
Reynolds deíiniu a parte média por: 
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l 0 +T 
1 
'li = lim f lfl dt. (2.23) 
T-HX) T 
lo 
já que a média das flut-uações inst.ant.âneas é nula. Mas quando se t.rat.a 
de grandezas t-emporais, a média definida como ant.eriorment.e, carece de 
sent.ido. Em consequência, a decomposição de Reynolds é inadequada para 
aqueles escoament-os que não são est.at.ist.icament.e est-acionários. Devido 
a ist.o, é usado um mét.odo de t.ipo relaxação, com um pe1"iodo T> 
suficient.ement.e pequeno se comparado com a escala do fluxo médio e 
maior se comparado com a escala t.emporal t.urbulent.a [Rodi, 19841. A 





f 'li = y;Ct.) dt. T (2.24) 
to 
Compr·ová-se ent.ão que -y/ O, ll-'''1' = O, e y..·'y;' não é necessariament-e 
nulo. 
Rosman (1989) apr·esent.a o mét.odo da média t-emporal 1"elaxada, onde 
analisando os espect.ros do escoament-o, t.er·mos do t.ipo -ifi'IJ.· não são 
nulos. Est.a consider·ação aument.a a complexidade do problema, como 
assim t.ambém, as dif-iculdades comput-acionais associadas. O referido 
autJor· apr·esent.a a resolução dest.e t.ipo de problemas via t-écnicas de 
:f"ilt.1"agem ut-ilizando o mét.odo dos element-os :f"init.os. 
2.4.1 Equações :f"undamen.t.ais 
As equações de Navíer-St.okes, junt.o a uma equação de t.r·anspor·t.e 
de massa e urna equação de est.ado, são as mais convenient-es para o 
t.r·at.arnent.o mat.emátJico de t~luxo e t.r·anspot"tJe de subst-âncias em corpos 
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Os modelos mat-emát-icos complet-os t.l'idimesionais, ou 3-D, são 
pouco usados na pl'át.ica, devido à dificuldade de obt-enção das 
condições de cont.or·no e aos excessivos t-empos comput-acionais 
envolvidos na sua l'esolução. Uma apl'oximação dest-es modelos são os 
denominados pseudo 3-D, compost-os por· vál'ias camadas de modelos 
bidimensionais 2-D, l'elacionados convenient-ement-e. Também est-es são 
pouco ut-ilizados devido às dificuldades de definil' a int.el'ação ent.r•e 
camadas e de obt.el'-se as condições de cont.ol'no apl'Opl'iadas. 
A modelação mais usual é a 2-D, t-ant-o no plano hol'izont.al como no 
vel't.ical. Se o pl'oblema a l'esolvel' envolve um COI'po de água bem 
mist.ul'ado ou par·cialment.e est.l'at.ificado, pode-se ut-ilizai' um modelo 
2- D na hol'izont.al pai' a um cor·po de geomet.l'ia qualquel'. Mas se o col'po 
de água apl'esent.a uma est.l'at.ificação vel't.ical impol't.ant.e, sel'á 
necessál'io um modelo 2-D de t-ipo vel't.ical, sendo est-a ut-ilização 
possivel se a geomet.l'ia IOI' l'egulal'. 
As equações do modelo complet-o 3-D, l'efer·enciadas a um sist-ema 
cal't.esiano ol't.ogonal <x, y, z), onde x e y são os eixos hol'izont.ais e 
z é o vel't.ical <posit-ivo par·a cima), est-ão dadas pol': 
- Equação de cont-inuidade <Consel'vação de massa): 
ôp 
+ \l.(pV) = O (2.25) 
onde p é a massa especifica, V = <u, v, w) o vet.ol' velocidade, 7 é o 
oper·ador· nabla e o 










Conside1--ando que o escoament-o 
(2.26) 






+ (VSl) V = F (2.27) 
onde F é o somatório de f"orças aplicadas, composto pelas f"or•ças de 
pressão F P' gravidade F g, atrito F a> e de Coriolis F e· As expressões
destas t·orças são: 
1 1 aP aP aP 
F
p 
= 'VP = - ( , 
p ax ay az 
(2.27a) 
Fg = - g = ( o, o, -g ) (2.27b) 
F
a 
= ( Fax> 
F ay> 
Faz ) (2.27c) 
Fc = ( f"v, -íu, o ) (2.27d) 
nas quais: 
P = Po + pg Cn - z) (2.28) 
onde ·n é a cota da super·f"icie livre (f"ig. 2.10), h é a cota do f"undo, 
p0 é a pr·essão atmosíér·ica local,. f = 2w sen ,:p, onde w é a velocidade 
angular da Ter·r·a e ,:p a latitude local <negativa par·a o hemisfério 
SuD. A componente ver·tical da f'or·ça de Coriolis é considerada nula 
z 
Plano de referl!ncia Plano lY 
Fig. 2.10 - Sistema de r·et·erência 
por ser muito menor que a f"orça de gravidade. Na força de atrito estão 
consideradas as f·o1· ças de ol'igem viscosa. Não são consider·adas outr·os 
t.,ipos de f·o1·c;as. 
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onde c é a concent-ração da subst-ância t.ransport.ada pelo escoament.o~ em 
é a difusão molecular, e S são os t.ermos de ganhos ou perdas de 
subst-ância. Se a subst-ância é não conservat.iva, deve ser somado o 
t.er·mo de decaiment.o, onde k é o coeficient.e de decaiment.o~ função do 
t.ipo de subst.ância. 
- Equação de est.ado 
Se considerar-mos que no t.ermo de pressão da equação de moviment.o 
pode ser incluido o gpadient.e de densidade, f"az-se necessário uma 
equação de est.ado que relacione a concent.ração da subst.ância com a 
massa especit~ica do fluido e a t.emperat.ura: p = p<c, T), onde T é a 
t.emper·at.ura do meio :fluido. Exemplos claros de problemas dest.e t.ipo 
são a salinidade e os sediment.os. Par·a a salinidade é comum uma 
expr·essão da foPma: 
P = Po (1 + 01. c)(1 + (5T) (2.30) 
onde p 0 é a massa es:pecí1ica padPão da água, geralment-e igual a 1000 
kg/m3 e 01. e (5 const.ant.es. Como a dependência da massa específica com a 
t.empe1:-at.ur·a é mui tJo débil, é usual despr·ezar est.e t.ermo e ficap com: 
p = Po (1 + ac) (2.31) 
2.4.2 - Modelo tJPidimensional, 3-D 
Jnt.Poduzindo agor-a a not.ação de valor·es médios, 
V = v + v' <2.22a) 
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p = p + p' C2.22b) 
c = c + c' C2.22c) 
as equações complet.as do modelo 3-D t'icam da lorma: 
'V.v= O (2.32) 
ôv 1 




+ 'V.Cvc) = v.(t:;·m.\lc) - v.( v'c') + s + kc (2.34) 
at. 
p = p 0 C1 + otc) (2.35) 
Na equação de cont-inuidade, equação (2.32), o t.ermo 'V. Cp'v') foi 
desprezado, já que é de uma ordem de grandeza muit.o menor que 'V.Cpv), 
ge:r·alment.e p'v' ~ 10-4 pv. Também nela, se lez uso da aproximação de 
Boussinesq [Salomon, 19801, que indica que as derivadas de massa 
especilica são despreziveis, excet.o quando est.ão mult.iplicadas pela 
aceler·ação da g:r·avidade. 
Na equação (2.33) o t.er·mo dit'usivo f"oi obt.ido da seguint.e fo:r·ma: 
(2.36) 
onde N é o t.ensor de viscosidade t..u1•bulent.a. 
= 
a lei 
O t..ermo 7.( v'c') na equação (2.34) é ap:r·oximado por· analogia com 
de Fick [Rodi, 1984] e a dif·usão molecular· é absorvida na 
dif"usão t.ur·bulent.a: 
7.(,:;-m '7c - v'c' ) = 7.CE .'7c) (2.37) 
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na qual = = 
[t; .. ] 
l.J 
é o t-ensor não é uma propriedade do = 
íluido pois depende do est-ado da t-urbulência [Tennekes e Lumley, 
1979]. eij indica que pode exist-ir· t-ransport-e de massa na direção i 
devido a um gradient-e de concent-ração na direção j~ e vice-versa. 
2.4.3 - Modelos bidimensionais, 2-D 
Exist-em basicament-e dois tipos de modelos bi-dimensionais: um 
integrado na vertical e outr·o na horizont-al. Descrever·-se-á brevemente 
cada um deles, e se desenvolverá a expressão da equação de tr·ansporte 
integrada na vertical. 
2.4.3.1 - Modelo 2-D int-egrado na vertical 
Estes modelos são bem conhecidos e tem sido tratados amplamente 
na literatura especializada <Leendertse, 1970; Salomon~ 1980; Holly et-
alii~ 1982; Rosauro, 1986; Borche Casalás, 1985_; Rosman, 1989). 
A integração na vertical é lei ta da seguinte íorma: se '{> é uma 





J '{> dz 
-h 
(2.38a) 
com h e n deíinidas como no pont-o anterio1.. e H=h+n é a pr·oíundidade 
t.ot-al. As ílutuações ao redor· dest.a média estão dada por·: 
rp' = rp - q; (2.38b) 
Para obter as equações (2.32)-(2.35) em runção dos valores médios 
na vert-ical~ é necessário int-egrá-las na vert-ical. Deíinindo as 
velocidades horizont-ais médias por·: 
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as equações de cont.inuidade e moviment.o f"icam: 
onde 
an a<HU) a<HV) 
+ + 
at.. ax ay 
au au au 
+ u + V
at.. ax ôy 
av av av 
+ U + V
at.. ax ay 
= o 
- f-V + g
ÔYJ H ap 
+ g
ax 2p ax 
ôr, H ôp 
+f-U + g + g










(T -T ) N xs xf 
<2.40b) 
(T -T ) - -� 





s�--i'o as t.ensões de cisalhament.o no f"undo e Ch é o coef·icient.e de Chézy. 
As tensões de cisalhament.o 
expressas por·: 
Txs = CD Pa Wx W 
T ys = CD Pa wy w





é a massa especif"ica do ar·, W = <Wx,.Wy) a velocidade do vent.o
e C
D 
é um coet�icient.e de ajuste da or•dem de 10- 3 [Salomon,. 1980]. 
A equação de t..r·ansport.e de massa a int..egrar· na vert..ical é obt..ida 
a part..ir- das equações (2.34) e (2.37): 
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àc 
+ 'v.(vc) = 'v.(.€.'vc) + S + kc
at 
(2.43) 
A integração na vertical da concentração c(x,y,z,t), eliminando 










v(x,y,z,t) = Vm<x,y,t) + v'(x,y,z,t) 




onde agora v' e c' representam as ílut.uações ao redor da média na 
vertical. 
Utilizando o teorema de Leibnitz [Wylie, 1975], a inte�ração na











dz - c(Y'/)- + c(-h)---
at at 
(2.46) 
A última derivada de (2.46) é nula, ja que o :fundo é consider·ado 












O produto vc do termo convect.ivo deve ser· avaliado na 
pr·of"undidade, o que dá: 
(2.48) 
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onde Vm= <U,V) e a sobr·e-barra indica média na ver·tical. Os termos que 
contém um valor médio e uma rlutuação se anulam,: simbolicamente: 
T/ Y/ 
J c'dz = O e Jv'dz = O 
-h -h
(2.49) 
Assim o termo convectivo integrado na prorundidade e escrito por· 


















+ uc 1,j âx -h














A componente ver•tical da velocidade está dada por w(z)=dz/dt, e 






wCn) = = + + 
dt ôt âx ay 
(2.51a) 
ô(-h) ô(-h) 





que são usadas par•a eliminar· os ter•mos do colchete de (2.50). Desta 
1oi-ma, a int.egr·ação do ter·mo convect,ivo rica r-eduzida a: 
J 
âuc ave àwc 
(-- + + --)dz 
ax ay ôz 
-h

















'v' f < __ e.'vc)dz - <�.'vc) 1 .'v'YJ + <�.'vc) 1 .'v(-h)- Y/ - -h 
-h
onde 'v = (â/âx,â/ây). 
(2.53) 
A int.egr·al do lado direi-Lo pode ser expressa pelo valor médio do 
transpor-te difusivo. Assim, 
(2.44), t.ém-se: 
í/ 
'v' f <�.'vc)dz =
-h
'v<H e.'v'C) 
aplicando uma relação equivalente a 
(2.54) 
Os pr·odut.os entre o t.ransport.e difusivo na superficie e fundo com 
os gradientes de z=n e z=-h, são nulos, já que o t.ransport.e deve ser 
paralelo aos contornos e os vetores 'VYJ e 'Vh são normais a est.es. 
Mat.emat.icament.e: 
(2.55) 
Finalmente, os -Lermos de font.e e decaimento, são integrados, 
f"o:r-necendo: 
n 
f <S+kc)dz = SH + kHC 
-h
(2.56) 
sendo S o valor· médio da tont.e ao lon�o da pr·of"undidade, e k per·manece 
inalterado. 
A expr·essão t�inal da integração na vertical est.á dada por (2.47), 
(2.52), (2.54) e (2.56): 
âHC âHUC âHVC 
+ + 
ât. âx ây 
âH u'c' 




+ SH + kHC (2.57) 
ây 
Os t-rês primeiros t-ermos do lado dil'eit.o de (2.57) podem ser agrupados 
em um só, como o pr·odut.o de um t-ensor· dit-usão e o gradient-e de 
concent-ração média na vert-ical, seguindo um raciocinio análogo ao do 
it-em 2.4.2. Assim, eliminando as sobrebarras de (2.57), f"ica-se com: 
âHC âHUC âHVC 
+ + = V'.(H K.V'C) + SH + kHC (2.58) 
ât. âx ây = 
onde t-odas as quant-idades e operadores são bi-dimensionais, S result-a 
da int-egração na ver·t.ical do t-ermo de f"ont.e, e ~ é o t-ensor de dif"usão 
horizont-al, dado por: 
K = 
que est-á relacionado com K e 6't por: 
Kxx = K cos2 ot + 6't sen2 ot 
Kyy = K sen2 ot + et cos2 ot 





sendo ot o ângulo que f"or·ma a velocidade com o semieixo posit-ivo das x 
[Holly et. alii, 19821. 
A equação de est-ado (2.35), f"ica da f"orma: 
A 
p = p 0 (1 + otC) (2.60) 
onde ago1··a p e p 0 são os valores médios da massa especif"ica na 
ver·t.ical. 
O sist.ema para modelar· o t.ransport.e de subst.âncias em cor·pos de 
água r·asos, est,á const.it.uido pelas equações (2.40) e (2.58), supondo 
que p ou C t.enha sido eliminado das mesmas mediant.e o uso da equação 
(2.60). Est.e síst.ema de quat.ro equações dif.el'enciais par·ciais COill 
32 
quat.ro incógnit.as: n, u, v e 
cost.umando-se desacoplá-lo. A 
t.r·ansport.e de massa est.á dada 
c, não é resolvido sin1ult.aneament.e, 
escoament.o e o ligação ent.re 
pelo t.ermo Vp. 
o 
Embor·a est.e t.ermo não 
seja complet~ament.e desprezivel, sua magnit.ude lrent.e ao Vn é menor. 
Desprezando est.e t.ermo, como em geral ocorr·e, lica-se com um sist.ema 
de t.rês equações dilerenciais, com t.rês incógnit.as n, u e v, que após 
r·esolvido, lornecem os valores de ent.rada ao modelo de t.ransport.e de 
massa. 
Como condições iniciais devem ser especit'icados valores de n, U, 
V e C para t.odo o dominio de int.egração no t.empo inicial t.
0
. 
Nos cont.ornos abert.os deverá ser inlormado o desnivel n<t.> e/ou a 
velocidade U(t.) e V(t.), para o modelo hidrodinâmico. Nos cont.ornos 
lechados dever-se-á respeit.ar a condição de não exist.ência de !luxo 
normal ao cont.o1"no. 
Para o modelo de advecção dilusão, dois t.ipos de condições de 
cont.ol'no são possiveis: o valo!" prescrit.o <condição de cont.orno t.ipo 
Dir·ichlet.), onde é conhecida a variação da concent.ração com o t.empo, e 
a condição de I luxo normal, <condição de cont.ol'no t.ipo Neumann), 
t.ambém variável no t.empo. Nos cont.ornos lechados t.ep-se-á condição de 
!luxo nulo. 
2.4.3.2 - Modelo 2-D int.egrado na hol'izont.al 
Est.e rnodelo é menos conhecido que o ant.er·ior·, mas apar•ece com 
cer·t-a rr··e,quência na lit.er·at~ul"a especializada. Sua ut.ilização é 
r·est-r·it.a a est.uár·ios t'or·t.ement.e est.rat.ilicados com canal 
suf·icient.ement.e r·egular·. 
As equações <2.32) a (2.35) são int.egr·adas na lar·gura do canal, 
obt.endo-se um sist.ema de equações similar ao do caso ant.epior, mas 
onde as var"iáveis são repPesent.at.ivas na largur·a da seção t.ransvepsal. 
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Consider-ando que y é a coor-denada da seção tr-ansver·sal, as médias 
são obtidas por-: 
b 2 Cx,z) 
1 
u = J u dy C2.61a) bCx,z) 
b 1 (x,z) 
b 2 Cx,z) 
1 
w = 
bCx,z) J w dy (2.62b) 
b 1 Cx,z) 
b 2 Cx,z) 
1 
c = J c dy C2.63c) bCx,z) 
b 1 <x,z) 
onde u, w e c são os valor-es médios de u, v e c na horizontal, e 
bi, bz são definidos na figura 2.11. 
z 
X 
Fig. 2.11 - Sistema de J~eferência para os modelos integrados 
na horizontal 
b, 
Usando o teo:r·ema de Leibnitz e assumindo que b/R((1, onde R é o 
:r·aio de curvat~ura do canal na ho:r·izontal, obtém-se de (2.32) a (2.35) 
as seguintes exp:r·essões [Smith et alii, 1979; Salomon, 1980]: 
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a) Equação da continuidade: 
abU abW 
+ = ü <2.62) ax az 
b) Equação de movimento horizontal: 
abU a<bU2 ) a<bUW) a-n <H-z) ap a au 
+ + + bg[- + ] = --{bEz -) -at ax âz ax p ax az az 
1 1 
- Tb (-- -) (2.63) 
Gz <31 
onde Tb é definido como no modelo anterior, Ez é o coeficiente de 
viscosidade vertical integrado na largura de seção transversal, <31 e 
<32 são as de c li v idades laterais da seção transversal e o termo 
r·epr·esent:a a contribuição dos lados do canal às tensões médias na 
largura. 
c) Equação de transporte de massa: 
ao 1 a<bUC) a<WC) 1a ac a ac 
at b ax õz 
= (bKx -) - (Kz -) 
b õx õx õz õz 
(2.64) + + 
d) Equação de estado 
p = p 0 <1 + otC) (2.65) 
A hipótese de pressão hidrostática não é apropriada para este 
pr·oblema, devendo-se substitui-la pela 




(b J U dz) = O 
ax 
-h 
integração da equação da 
(2.66) 
O sist.ema a r·esolver· t-ica f"or·mado por· estas equações com U, W, ·r, 
e C como incógnitas. Como condições iniciais devem ser especif-icados 
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Nos cont.ornos abert.os deverá ser inf"or•mado o desnível n<t.) e/ou a 
velocidade U(t.) e W(t), para o modelo hidrodinâmico. Nos cont.ornos 
t·echados dever·-se-á r•espei t.ar a condição de não exist.ência de f"luxo 
normal ao cont.or•no. 
Para o modelo de advecção - dif"usão, novamente dois t.ipos de 
condições de cont.orno são possíveis: o valor prescrit.o (condição de 
cont.orno t.ipo Dir•ichlet.), onde é conhecida a var·iação da concent.ração 
com o t.empo na vert.ical, e a condição de f"luxo normal (condição de 
cont.orno t.ipo Neumann). Nos cont.ornos f"echados t.er-se-á a condição de 
fluxo nulo. 
2.4.4 - Modelo Unidimensional 1-D 
A análise 1-D pode ser realizada a partir da equação média na 
seção t.ransversal do est.uário: 
à AC àUAC à ac 
+ = (K A-) + SA + kAC 
àt àx àx àx 
(2.67) 
onde A é a ár·ea tr·ansver·sal, U é a velocidade média na seção e K é o 
de dispersão longitudinal. As características 
hidrodinâmicas são obt,idas de um modelo 1-D [Tucci, 1986]. 
Par·a o uso dest.e modelo é necessário que o estuário seja bem 
mist.urado e sua geometria l'egular·, sen1 apresent.ar acident.es 
geográf·icos como sacos. 
2.5 - Escolha do modelo 
O modelo escolhido pa:ra o pr·esent.e t.rabalho é o bidimensional 
int.e�;r•ado na ve1· t.ical, dado pelas equações (2.40) e (2.58). Vár·ias são 
36 
as razões par-a a escolha dest.e modelo: 
o t.ransport.e de massa a modelar int.eressa mais na horizont.al quando
se t.r-at.a de, por exemplo, localização de t.omadas de água para consumo 
e est.udos de f"lor-a e f"auna, 
as irregular-idades na geomet.ria (sacos e 
represent.adas principalmente quando o 
prof"undidades variadas é inclusive mais de 
est.uário da laguna dos Patos, 
afluência de rios) são 
estuário tem zonas 




não se dispunha de dados 
int.egrado na horizontal, nem 
adequados 
ainda, de 
para ent.rada de um modelo 
um modelo hidrodinâmico que 
f"ornecesse dit.os dados, 
no caso do estuário de laguna dos Pat.os, a zona onde se produz a 
cunha salina é relativamente pequena em relação à área total, e o 
estuár·io passa grande parte de tempo como bem mist.urado ou 
parcialment.e est.ratif"icado [Hartmann, 19891, 
dispunha-se de um modelo hidrodinâmico 2-D horizontal, o qual 
poderia ser usado para alimentar o modelo de dispersão. 
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CAPÍTULO 3 - METODOLOGIA 
3.1 - O modelo matemático 
O modelo matemático escolhido que descreve o comportamento do 
escoamento para corpos de água rasos, f"oi o 2-D integrado na vertical 
e def"inido pelas equações (2.40) e (2.58): 
ÔíJ ôHU ôHV 
+ + = (2.40a) 
ôt ÔX ôy 
au au au ÔíJ H ôp 1 
+ u + V - t·v + g +g (Txs- T xf)
-
at ôx ôy ÔX 2p ÔX H 
- N V'
2
U = o C2.40b) 
av av av ÔíJ H ôp 1 
+ u + V + f-U + g +g (Tys- Tyf) -
ôt ÔX ây ây 2p ay H 
- N 
V'2V = o C2.40c) 
ôHC ôHUC âHVC 
+ + = V' (H K V'C) + SH + kHC (2.58) 
ôt âx ây 
p = Po e 1 + aC ) (2.60) 
Se a variação do consti t..uinte a modelar• não modif"ica o 
escoamento, já que seu gradiente não é signif·icat..i vo na equação de 
movimento, é possivel tJr·at..ar· o modelo como se tossem dois separados: 
por um lado o hidr·odinârnico e pelo outr·o o de t..ransport..e de massa. 
Vár·ios rnét..odos são propost..os na li t..erat.. Ul'a par·a resolver· 
numéricamente as equaçí5es (2.40) e (2.58). Entre os mais utilizados 
estão o Mét..odo de Element.os FinitJos e o Mét..odo de Dif·erenças Finitas, 
ou uma combinação de ambos. Também é comum encont..r·ar· combinações 
dest..es mét..odos com out.ros: um exemplo dist..o é a combinação do mét..odo 
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das caract.erist.icas com o de element.os finit.os ou dif·erenças finitas, 
ger•alment.e usado na abor·dagem eule1�iana-lagl'angiana. 
3.2 - Discret.ização espacial em element.os finitos 
No pr·esent.e t.rabalho foi escolhido como mét.odo numér•ico o de 
elementos finitos com o método de ponderação de Galer•kin [Rao, 1982]. 
Este método é amplamente dit-undido na literatura especializada em 
problemas de advecção-diíusão. A continuidade das entre 
elementos é do tipo c0, onde é considel"ada continuidade da função e 






espacial é feita utilizando-se 
isoparamétricos. Esta discretização 
elementos 
pel'mi te 
var·iáveis, inclui das as coordenadas 
variando em f"or•ma quadrática em cada elemento, o que torna possivel a 
utilização de lados curvos. Assim o número de elementos necessár·ios 
para representar o dominio, com uma boa interpl'etação dos contor•nos, é 
menor do que no caso linear·. Como consequência, uma variável ip 
qualquer· em um elemento (e) genérico, pode ser representada por: 
<P = [NJ {1,0} = 
<e> 
sendo [N] o vetor· 
nn 
\ N PL 1.• 1. 
i=1 






é a f"unção t·orma 
par·a o nó i [Rao, 19821, onde se 1·eflet.e a or·dem de apr·oximação; {ip} é 
o vetor· coluna cornpost.o pelos valor•es da f"unção <P no nó i, 'P
i..
; nn é o
númeJ'•o de nós do elementJo, que para o tr·iângulo quadrático é igual a 
6. 
que o r·esiduo r·esult.ante da apr·oximação (3.1) 
dc�ve ser· nulo sob1�e todos os element.os. Este residuo é ponderado com 
um peso; pa1·a o mét.odo de Galer·kin, este peso é a pr·ópr·ia !"unção 
f'orma. Out.r-as f'or·mas de peso podem ser encontradas em Rao (1982) e 
Huebnc�r· (1975). 
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A seguir será desenvolvida a expressão do residuo para a equação 
de advecção-difusão <eq. 2.58). Para o modelo hidrodinâmico a análise 
é a mesma e pode ser encont-rada em Rosauro (1982, 1986). 
Todas as variáveis que int-ervêm no problema serão aproximadas por 
funções forma quadr·á t.icas. Aplicando a equação da cont-inuidade 
<equação 2.40a) aos t-ermos convect.ivos da equação 2.58, obt-ém-se a 
expressão: 
ac ac ac 1 
+ U-- + V-- = V <H K VC) + S + kC 
at.. ax ay H 
O residuo R<e> para o elemento (e) está expresso por: 
R<e> = f [NJT 
A<e> 
{ 
ac } Hat + H V VC - V<H K VC) - SH - kHC dA 
(3.2) 
(3.3) 
O vet-or [NJT <traspost.o de [ND é a função de peso do método de 
Galerkin. Dividir·emos o residuo R<e> em quatro t-ermos, tratando-os 
separ·adamente: 
f [NJT âC I = H dA ât.. (3.4) 
A<e> 
II = f [N]T <H VVC) dA (3.5) 
A<e> 
III = f [NJT V<H K VC) dA (3.6) 
A<e> 
IV = f [NJT <HS + kHC) dA (3.7) 
A<e> 
a c 











é a der·ívada de C com relação ao t..empo no nó í. A expressão 
(3.4) íica da t�orma: 
onde 
I = ( J H CN]T CN] dA) <Ct} 
A<e> 
sai da int.egral 
const.ant.es com relação a x e y. 
porque est.á 







u = CNl <:U} = 2 N;_U;_ 
i=1 
nn 
V = CNJ <V} = 2 Ni_vi. 
i=1 
de1--ivadas de e com r·elação a X e y íicam: 
âC â âCNl 
nn âN-
= (CNHC}) = <:C} = 2 ÔX'-âx âx ôx 1. 
i=1 
âC a d[Nl 
nn ôN-
= <CNHC}) = <:C} = 2 ây'-ây ôy ây 1. 
i=1 
t.er·mo II t.oma a f'or·ma:
â[Nl â[NJ 
II = { J H [N]T (U-­
ôx 
A<e> 
+ V-- ) dA} {C} 
iJy 
(3.8) 
const.i t..uida por valores 
ac 
+ HV -� e u e V são
ây 
(3.9) 




:faz-se necessái:·io diminuü· a ordem da der·ivada de C neste termo. A 
expressão cartesiana do integrando de III, é: 
a ac a ac a ac 
[N]T {--(HKXX-) + --(HKvy-) + --(HKyv-) +ax ax ay · · ax ax · · · ay 
iJ iJC 
+ --(HKYY-)}ay ay 
(3.10) 
Só se desenvolverá a redução da ordem para o termo que contem Kxx já
que o resto é semelhante. Reescrevendo a del'ivada da :forma: 
â âC a ac 
[N]T (HKXX-) = 
âx âx 
{[N]T HKXX-} - HKXX
ax. ax 
é introdruzindo na integral, obtém-se: 
a ac a[NJT 











Aplicando o teol'ema de Green pal'a duas :funções tp e "lp sobi:•e uma área A 
de contorno r [Wylie, 1975), t.em-se a relação ent.re integl'ais de 
supei:·f'icie e de linha dada por: 
I 
d"!p 










Int.r·oduzindo (3.13a) e (3.13b) em (3.12), est.a últ.ima :fica com a ordem 
r·eduzida: 
ac acNJT ac I [N]T HKXX- dy - I HKXX dA (3.14) 
ax. ax ÔX 
r<e) A<e>


























J [N]T HKyx- dyây 
r{e) 





ac - I [N]T HKYY- dyây 
r{e) 





Considerando que o vect.or· normal à curva r est.á dado 
n=<nx,ny) e que est.á relacionado com o di:ferencial de 
{dx,dy) por: 
as quat.ro últ.imas int.egrais de linha podem ser• escr·it.as por: 






chamada de mat.ríz de int.er:... element.os. Assume-se que est.a mat.riz seja 
nula ent.r·e element�os, mas não nos cont.cn,nos onde exist.e f1uxo de 
massa. Est.a últ.ima é usada para incorporar as condições de cont.orno de 
:fluxo <condição de con1�01'no de Neumann). Se não há :fluxo at.ravés do 
cont.orno, est�a condição é sat.is:fei t.a aut�omat.icament.e (condição de 
cont.orno nat.uraD. 
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A out.ra parcela dest-a int-egração por part.es fica inalt-erada. 
Colocando C=[N]{C} obt.em-se finalment-e, que o t-ermo III t.em por 
expressão: 
ô[N]T ô[Nl 




+ Kyx + Kyy 
ÔX ôy 









)dx dy} {C} + 
d) Termo IV: est.e últ.imo t.ermo pode ser expresso por: 
(3.15) 
IV = f HS (NJT dx dy + < f Hk (NJT[Nl dx dy) {C} (3.16) 
A<e> A<e> 
Somando (3.8), (3.9), <3.15) e <3.16) obt.em-se a expressão 
complet-a do r•esiduo para um element.o (e), que expressa em forma 
mat.ricial t'ica: 
(3.17) 
onde as mat-rizes [a] e [b] e o vet.or {f"} est.ão dados por: 
[a]<el = f [NJT[N] dx dy 
A<e> 
ô[Nl 






+ k [N]T[N]} dx dy 
{f"}(e} = f HS [N]T dx dy 
A<e> 
+ 
â[NJ â[NJT ô[NJ 
+ V---) - <Kxx + 
ây âx âx 
âf:N]T 8[NJ d[N]T 8[Nl 
Kyx + Kyy --) 
âx ôy ây ây 
44 
+ 
O residuo aqui obt.ido é par·a um único element.o genérico do 
dominio. Par·a ext.endê-lo a t.oda a região de est.udo, é suf"icient.e somar 
t.odos os r·esiduos de cada element.o, t·azendo o residuo t.ot.al nulo:
R = 2 R<e> = O 
<e> 
Ist.o gera um sist.ema obt.ido da soma da eq. (3.17) sobre t.odos os 
element.os do dominio, da f"orma: 
[Al {Cl} + [Bl {C} + {F} = O 
onde [A] est.á relacionado com [alce> por: 
[A] = 2 [a]<e>
<e> 
(3.18) 
analogament.e se procede com os out.r·os element.os da equação (3.18) 
3.3 - Discret.ização t.emporal em dif"erenças f"init.as 
A equação (3.18) é uma equação dit-erencial ordiná1·•ia, onde a 
var·iação de e ser·á apr·oximada at.ravés do mét.odo das 
dif"erenças f"ini t.as. Considerando ,p uma variável genér·ica que depende 
do t.empo, sua apr•oximação é f"eit.a mediant.e: 
,p ~ e ,p(t.+Lt.) + (1-8) ,p(t.) 
onde e é um f"at.or· de peso que var•ia ent.r·e O e 1. A der·ivada t.emporal 
est.ar·á dada por: 
à,p 
àt. 
,p(t.+t,.t.) - ,p(t.) 
t,.t, 
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onde )D(t.) e )D(t.+bt.) são os valor·es da !~unção )O nos t.empos t. e t.+At.> e 
bt. é o int.er·valo de t.empo. 
Considerando est.as aproximações em <3.18) e~ r•earranjando, fica 
def1nido o seguint.e sist.ema: 
[KJ <C<t.+bt.)} = [Ml {C(t.)} + <F> 
onde as mat.r-ices K, M e F est.ão dadas por: 
[KJ = [AJ + e .t..t. [B] 
[MJ = [AJ - <1-e) .t..t. [BJ 





A consideração de que a int.eg-ração t.emporal é realizada pela 
aproximação de um esquema em dif"erenças finit.as~ t.raz consigo o 
pr·oblema da escolha de valor· de e. Est.e valor· car•act.er•iza o esquema a 
usar·, set"Ido os mais ut.ilizados: 
, 
- e = o ~ esquema explicit.o <condicionalment.e est.áveD 
- e = 0.5 ~ Crank - Nicholson (incondicionalment.e est.áveD 
- e = 0.67 ~ Galerkin (incondicionalment.e est.áveD 
- e = 1 ~ ''Fully implicit." <incondicionalment.e est.áveD 
No capit.ulo IV ser·ão discut.idos os valores de e mais convenient.es 
para o problema em consideração. 
3.4 - Condições iniciais e de contorno 
Como condições iniciais são int~or·mados os valores de C em cada nó 
da malha: 
<3.21) 
As condições de cont.orno par·a o caso de concent.rações são duas: a 
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condição t-ipo Dirichlet. sobr-e uma por·ção r 1 do cont-or-no, e a condição 
de Neumann, sobr·e out-r-a por·ção r 2 Conde r = r 1 UJr 2 ). Mat-emat-icament-e 
podem ser- expr·essas pol': 
- Condição de Dir·ichlet. c = CCx,y,t.) em ri C3.22a) 
âC 
Condição de Neumann K - q = o em rz C3.22b) 
ân 
onde âC/ân é a der·ivada direcional de c na direção normal ext-erior a 
r 2 ; q é uma !unção !luxo no contorno conhecida, e C é o valor que toma 
C na lr-onteil'a r 1 . Se o consti tuiente a modelar t·osse temperatura, 
ser-ía necessár-io acT·escentai' a condição de contor·no de convecção. 
O t-ermo S indica as lont.es e sumidouros pontuais da substância a 
modelar-. Um exemplo de t·onte pontual é o caso de descarga produzida 
por- um emissário sub-t-luvial de esgotos domést-icos ou industriais 
[Bor·che et alii, 19911. 
O termo k é o ter·mo de decaimento de substância não conser•vativa. 
Se, por exemplo, est-á-se t.r·abalhando com bactér·ias colilormes Cum dos 
indicador·es mais impol'"t-antes de contaminação biológica em corpos de 




onde T 90 é o t-empo necessár·io para que a concentração de colit-or·mes se 
r·eduza a 10%. 
3.5 - Resolução do sist-ema de equações 
O sist-ema (3.19) é um sistema onde a mat.r·iz dos coef-icient-es [!<:] 
é uma mat-riz de t-ipo banda. O númer·o de diagonais dependerá da relação 
ent.r·e os nós do domínio. Ist-o ·Cr-az como consequência que a numei'ação 
dos nós r·eper·cut.il'á dir·et.ament.e na "disper-são" dos element-os na mat.r·iz 
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[KJ. 
A solução do sistema (3.19) é obtida pelo método de dupla 
varr•edura, baseada no método de Gauss tradicional. O algoritmo usado 
tem a vantagem de tr·abalhar· aper1as com o número de diagonais 
dif"erent.es de zero. Isto signi1ica poupar tempo 
numéricos na computação de cada bt. 
3.5.1 - Escolha do bt 
e diminuir er·ros 
Este é, talvez, o ponto nevr·álgico dos modelos númer·icos, muitas 
vezes resolvido pela intuição do modelista. Existem várias fórmulas 
par·a o cálculo do bt em problemas unidimensionais explicitos. A mais 
comu1n assu1ne que, se o númer•o de Courant, Cr, é igual à unidade, a 
relação do bt com o bx (tamanho da malha) e a velocidade é: 
bt < (3.23) 
Em um modelo bidimensional, estudos r•ealizados po1-. Benqué et alii 
(1982), par·a um modelo numérico do tipo de direções alternadas (ADI) 
pr·opõem que o Cr· seja calculado pela expressão: 




onde h é a profundidade média do f"luxo, bx e _ ti.y o tamanho da malha nas 
1-.espectJivas dir·eções e h, /':,.x e by devem ser considerados localmente. 
Bengué et. alii C1?.��), afirmam que campos de escoamento com Cr maior·es 
que 5-10, não cons':.�-�:':-�-- ser bem simulados pelos modelo� ___ _gpo ADL A
solução pode ser· um pouco melhorada atr•avés do uso de um processo 
it.erat.ivo, pe1 .. mit.indo que o C
1





passos para a resolução 
e propagação da onda, 
da part.e hidrodinâmica: 
usando o método das 
caracteristicas para o pr·imeir·o e difer•enças finitas para os dois 
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rest.ant,es <Mét,odo euler·iano-lagrangeano). Ist,o lhes per•mit.e t.:r·abalhar• 
com números de Cr da ordem de 100, obt.endo excelent.es result.ados. O 
f"at.o de usar• o mét.odo das caract.erist.icas implica no ut.ilização de 
algum algori t.mo de int.erpolação que normalment.e consome maiores t.empos 
de comput.ação se compar·ados com os esquemas t.radicionais de resolução 
(eulerianos). 
O modelo hidrodinâmico (eqs. 2.40) resolvido por elementos 
finit.os usando o mé-t.odo de Galer-kin, per-mit.e t.r-abalhar- com valor-es de 
Cr altos. Um exemplo disto é apresentado em Almeida et alii (1989), 
par·a a Laguna dos Patos, onde o Cr usado foi de 35, considerando 
..6.x�1000 m, h� m e bt.=1 hr. Isto mostra que o modelo de elementos 
finitos proposto para· a 1""'esolução é robusto, já que permite valores de 
bt altos, diminuindo assim, os custos de computação. 
Para o modelo de advecção-difusão, a literatura recomenda como 





onde K é o coeficient.e de dispersão longitudinal visto no Capitulo 2. 
Para os valores clássicos de K, est.e ..6.t dá vár·ias vezes maior que o do 
modelo hid1--odinâmico. Por• exemplo, para a Laguna dos Patos um valor de 
K aceitável 20 o que dá hs., muito superior ao 
obt.ido no parágrat�o ant.erior. 
3.5.2. - Pr·oblemas m.=::.is comuns na comput.ação 
Na equação de advecção-dit�usão, quando o termo advectivo é 
impor·t.arit.e, t.em-se como consequência, não só uma matriz global não 
simét.rica, mas também a apa1--ição de asei.lações, que podem levar· a 
resultados fisicament.e absurdos. Para conhecer· a natureza dest.a 
equação, fa1""'-se-á a seguir· a análise apr•esentada por Neumann. (1981). O 





onde V é a velocidade e L um compriment.o cal'"act.erist.ico, x·epresent.a a 
x·elação 
lar-se-á 
ent.re o processo advect.ivo e o dilusivo. Para a análise 
uso da equação de t.ranspor·t.e 1-D adimensionalisada 








L é um compriment.o associado à coox·denada x, que normalment-e é 
escolhido como o t.amanho da malha, !:,.x. Quando o processo é dominado 
pela di:fusão, o P e é pequeno e a equação (3.27) t.orna-se de carat.er 
parabólico. Em caso cont.rário, quando o P e é grande, predominando 
assim o processo advect.ivo, a equação t.oma carat.er hiper·bólico. 
Em casos reais, pode acont.ecer que em cert.as regiões do 
escoament.o o processo seja mais dilusivo e em out.ras mais advect.ivo, 
t.ornando dest.a maneira, o pr·ocesso mais complexo de ser analizado. 
Quando o P e é gr·ande, aparecem oscilações numéricas nos mét.odos 
euler·ianos baseados em dilel'"enças cent.radas ou em element.os linit.os 
·tipo Galer·kin. Para que est.as oscilações não apareçam, pode-se provar, 
a part~ir de um esquema de dif"erenças f"ini t.as clássico aplicado à uma 
equação 1-D,, que a condição suf"icient.e é que o número de P e seja < 2. 
No caso dest.a condição CP e <2), não ser sat.isf"ei t.a, alguns aut.ores 
t.em x·ecomendado o uso de uma dilusão a1--t.ilicial [Heinrich et. alii, 
1982]. Este ar·t.if·icio laz con1 que desapar·eçam as oscilações, n1as 
pr·oduz um gr·ande amor·t.ecimento na solução. Out.ros aut.ores, como 
Heinrich et. alii (1977) t.em propost.o o uso de um mét.odo de element.os 
"upwind". Consist.e basicament.e em considerar· !unções lorma 
não-simétricas mas cont.ínuas. Em t.r·abalhos post.er-iores [Neumann, 1981] 
t.em-se demonst.r-ado que est.e esquema é equivalent.e a considerar uma 
dif"usão ar-t.ilicial. 
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Out.r-o mét.odo usado é o mét.odo de Pet.r-ov-Galer-kin, que consist-e em 
consider-ar- a f·unçao peso do r-esiduo dií-er-ent.e da lunçao lor-ma. Est.a 
segunda !unção pode ser- variada em t-unção do problema a resolver-, 
chegando inclusive a escolher !unções discont.inuas. Est.e caso é 
nor·malment.e usado quando exist.em lr·ent.es abr-upt.as a ser· modeladas 
[Heinrich, 19831. 
Um out.ro mét.odo usado é o euleriano-lagrangiano, que consist-e em 
consider-ar- que os pr-ocessos advect.ivos e dilusivos acont.ecem 
separ·adament.e. Dest.a lor-ma, é pr-imeiro calculada a advecção at.ravés do 
mét.odo das car·act.erist.icas, e depois, utilizando est.e r-esult.ado como 
condição inicial, é calculada a dilusão [Neumann 1981, Holly et. alii, 
1982, Vinzon, 19911. Par-a o caso de P e alt.os, est.es mét.odos f"ornecem 
excelent-es result.ados. Est.e mét.odo requer t.ambém o uso de 
int.er-polador-es para resolver a part.e advect.iva. 
Uma ror ma de diminuir o número de P e sem mudar o mét.odo numérico, 
é diminuir· o t.amanho da malha em uso. Est.a soluçao t.raz consigo o 
aument.o do sist.ema de 
quase impossivel a sua 
adequada. f: impor·t.ant.e 
equações a resolver-, t-ornando, em cert.os casos, 
solução se não há disponibilidade comput.acional 
not.ar que est.a solução t.ambém pode aument.a os 
er·r·os numér·icos na l~esoluçao, devido ao maior- volume de cálculo. 
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CAPÍTULO 4 - APLICAÇÕES E RESULTADOS 
4.1 - Int-rodução 
As aplicações realizadas no present-e t.r·abalho loram divididas em 
duas part-es principais. A primeira relere-se às aplicações a exemplos 
t-eóricos (alguns com solução anali t.ica exat-a), t-ant-o para o modelo 
hidr·odinâmico (equações 2.40) quant-o pa1'a o modelo de t-ransport-e de 
massa (equação 2.58). 
A segunda part-e consist-e na apresent-ação dos exemplos de 
simulação de casos reais, realizados no est-uário da laguna dos Pat-os. 
4.2 - Aplicações e result-ados dos t.est.es t-eóricos 
4.2.1 - Test-e t-eórico para o modelo hidrodinâmico 
A lim 
exemplo .6.1:. e 
g1•adient.es de 
Benqué et. alii 
est-uár-io 1··eal, 
de avaliar· alguns dos parâmet-ros numéricos, con\o por 
Lx, e o compor-t-ament-o do modelo Ir-ent-e a t~or·t.es 
pr·olundidade, t-o i desenvolvido o exemplo apresent-ado por· 
(1982). Est-e caso f"oi escolhido pela semelhança com um 
o qual t-em uma ampla zona de baixa pr-of"undidade, e um 
canal de navegação, cuja pr·ot-undidade pode ser mui t-as vezes superior à 
da zona adjacent-e. Ist-o t-raz como consequência a presença de lort.es 
gr·adient.es de pl'Oiundidade, com os quais o modelo dever·á lidar. 
O exemplo cit-ado pelos aut.or·es, consiste de urna bacia r·et.angular· 
com t.r·ês de seus cont.or·nos t·echados e um aber·to, com um canal em f"or·ma 
de S. A bacia tem 7200 m de compriment-o por· 3600 m de largur·a, à qual 
t·oi super·post.a uma malha de 13x25 pont-os, com .6.x = Ly = 300 m. A 
pr·of"undidade média da bacia é de 6 m, e a do canal é 13 m. Uma 
var·iação de nivel senoidal é colocada no cont-orno aberto, com uma 
amplitude de 3 m e período de 12 hs. 
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Os resultados que apresentam os autores corr·espondem a números de 
Courant. (equação 3.24), e r = 16 e 95, os que indicam para h=13 m, At=5 
e 30 min, respecti v amente. A 4.1 apresenta o campo de 
velocidades obt.idos para estes dois cr, para o método das direções 
alternadas clássico (Fig. 4.1a e b), e para o modelo por eles 
desenvolvido com Cr=95 (Fig. 
OPEN BOUNOARY 





bl ADI Cr=95 
B0UNUARY 
e ) IMPL Cr=95 
Fig. 4.1 - Campo de velocidades para Cr-=16 e 95 [Benqué et. alii, 19821 
Na implement.ação dest.e exemplo para o presente t.r·abalho to1 
alt errada a ampli tude da onda de entrada, a qual se escolheu como sendo 
de 0.3 m. Isto foi necessário devido a que no momento em que a onda 
refletida o contorno aberto produz-se un1a instabilidade na 
região de que afetava a solução, tornando os resultados 
incoerentes. 
Foi realizado Um teste para Cr= 95 (At= 30 min), cujos resultados 
são apresentados na figura 4.2, para os casos de fluxo enchent.e e 
vazante. Nas figuras 4.3 é mostrado Um detalhe dos campos de 




--> 10 cm/s 
~1Ocm/s 
Fig. 4.2 Campo de velocidades calculado para Cr=95; a) fluxo 




a bat.imet.r·ia e o campo de velocidade indica que o modelo hidrodinâmico 
"per·cebe" a pr·esença do canal e port.ant.o pode lidar sat.ist-at.oriament.e 
com g-radient.es de pr·of"undidades import.ant.es. 
O objet.ivo dest.e exemplo Íoi pr·ovar·, não só o desempenho do modelo 
nest.as sit.uações, como t.ambém a possibilidade de usar· valores de bt. 
r·elat.ivament.e grandes, para poder diminuir· o número de passos de t.empo 
e, consequent.ement.e o t.empo t.ot.al de comput.ação. 
Out.ros result.ados sobre est.e modelo podem ser encont.rados em 
Rosauro (1986) e Almeida et. alii (1990). 
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~CYit~[Ht CR~95 
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t 
t 
I r t \ \ \ ' t 1 r 1 1 , 1 \ \ \ t t I 
t t f t t ' f 1 f 
, 
1 I t ' ' ' t f f f t: 12 h t :12 h 
I I I I I 4 + + + \ ' l I I l 1 I 1 1 
I ~ I ~ ~ ~ 
* 
~ i 1 \ ' ' 1 1 l ' l 1 I ~ I \ ~ ~ t ~ J 1 I 1 l 1 ' t J 1 1 I l I \ i l 1 l t 1 1 ' \ \ \ l . l I l I ~ \ \ ~ ~ ~ 
* 
l 1 I ' \ \ \ \ I l l j 
* 
\ \ \ ~ \ i ~ J 1 ' \ \ \ \ I J l 
J J ~ ~ \ \ \ t ~ 
J J ~ ~ 4 \ \ t ~ 
I I J 1 \ \ \ 1 1 1 
l 1 1 1 1 \ l l l l 
1 1 1 1 \ \ \ l 1 l 
t: 18 h 
t: 18 h 
F' i,;;. -1.:=: - Compar-ação dos campos de velocidades calculados com os 
r·esult.ados de Benqué et. alii, 1982 
4.2.2 - Test.e t.c"órico par·a o modelo de t.t~ansport.e de massa 
O objet.ivo dest.es t.est.es f"oi avaliar· o compor·t.ament.o do modelo 
mat.emátJico de t.ranspor·t.e de massa f·rent.e a dit-er·entJes sit.uações 
simplif"icadas, que possuem soluções analít.icas exat.as. Apesar· de se 
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1.-rat..ar·em de casos t-eóricos, os mesmos apresent-am semelhanças quant-o 
aos par·âmet-ros numéricos dos casos l'eais. 
Os t-est-es t-eóricos foram divididos em unidimensionais e 
bidimensionais. Os primeii·os resolvem a equação: 
ac ac azc 
+ U = K <4.1) 
ôt.- ôx axz 
com condição inicial e condições de cont-orno: 
C<x,t-=0) = O 
C<x=O,t-) = C0 
C<x=L,t-) = O 
(4.2) 
A solução analit.ica de (4.1) e (4.2) íoi obt.ida por Ogat.a et. alii 
<1961), e t-em por expressão: 
2 [ [
x-Ut] xU [ x+Ut ]] erre --- + exp(-).eríc 
~ 4Kt' K ~ 4Kt' 
(4.3) c = 
sendo er·f-c(a)=1-er·f"(a), e erí(a) a !'unção erro <Abramovit,z et. alii, 
1965]. 
A malha ut-ilizada nos t-estes t'oi de 5x31 pontos (60 element.os e 
155 nós). Na 1:,abela 4.1 são apresent-ados os parâmetr·os de cada caso e 
o t-empo usado (t__) para a plotagem, e nas íigur·as 4.4 a 4.7, os 
gr·áf"icos cor·respondent-es, em t-odos os casos par·a C 0 =1. 
C~soj- u ] K I !':.x r !':.t t pe <m/sl <rn2~/s) < rn> { S) \S) ·~,, 0.05 0.02 0.5 6.4 32 1.25 
L: 0.5 0.02 0.5 1.0 10 12.5 
! I 5 0.02 0.5 
0.1 1 125 
0.05 0.01 0.05 0.5 10 0.25 




Fig. 4.4 - Teste teórico unidimensional - Caso 1 (P e=1.25) 
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Fig. 4.7 - Teste teórico unidimens onal - Caso 4 (P e=0.25) 
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Da análise dos resultados se observa que com o aumento do número 
de P e, o modelo apresenta mais dif.iculdade em conseguir um melhor• 
ajuste da frente (a velocidade numérica da onda é menor que sua 
velocidade analítica), aparecendo inclusive algumas oscilações, 
principalmente para valores de 8=0.55 (Fig. 4.5 e 4.6). Estas 
oscilações podem ser controladas aumentando o valor de 8, tornando o 
esquema mais implícito, porém, a custa de um maior amortecimento da 
onda. 
Para o caso 2 (Fig. 4.5) o valor de 8=0.67 pode ser consider•ado 
mais satisfatório que o de 8=0.55, basicamente por apresentar uma 
solução livre de oscilações. O caso 3 (Fig. 4.6) é apresentado par·a 
mostrar o comportamento do modelo para valores de altos, 
observando-se nele um amortecimento importante da frente para 8=0.67. 
Considerando que para o estuário da laguna dos Patos, a 
concentração varia de forma suave e o número de Peclet previsto é da 
or·dem de 1, esta análise unidimensional indicar-ia que um 
apr•opr·iado par·a ¢ estaria no intervalo 0.55-0.67. 





= Kx--- + 
ax2 





onde Kx e KY são os coeficientes de difusão nas dir·eções x e y 
respectivamente. A solução analítica da equação (4.5) par·a velocidade 
IJ constante e uma injeção instantânea de massa de concentração Co e 
volume Vo, é dada por· [Holly, 1975): 
(x-Ut)2 
C = (4.6) 
4II tH \| K X Ky 
Os valor·es usados para este teste foram C 0 V0 =100000 m
3 , H=1 m, 
Kx=Ky=10 m 2 /s, Ax=50 m, Ay=100 m e IJ=0.2 m/s 
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A malha usada f"oi de 31x13 pont-os (180 element-os e 403 nós). Com 
base nest-es valores o cálculo de .t."L~ indicado pela equação (3.25), f"oi 
de 100. A condição inicial f"oi calculada a part-ir da equação (4.6) 
para t-=400. o valor· de e usado f'oi 0.67. 
A t-igur·a 4.8 apr·esen"La os perf"is de concent.r·ação sobre o eixo x, 
na linha cent-ral Cy=O)~ para dif"er·ent.es t.empos t-omados a par·"Lir do 
t-empo inicial lixado. Apesar da rápida queda do pico da onda de 
concen"Lr·ações t-eórica, o modelo simula sa"Lisf"a"Loriament.e est-e la-Lo~ 
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Fig. 4.8 - Test-e t-eórico bidimensional par·a dit-er·en"Les t-empos 
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acompanhando-a perreit-ament-e. Obser-va-se t-ambém na t~igura que, par-a os 
quat-r-o t-empos graf"icados, a conservação da massa é verif"icada. A 
solução numér-ica mant-ém a simet-ria com respeit-o aos eixos x e y da 
mesma f" o r· ma que a solução anali t-ica. 
4.3 - Aplicações do modelo ao est-uário da laguna dos Pat.os. 
As regiões est-uarinas est-ão limit-adas ás zonas onde há inf1uência 
do oceano, caract-erizando-se por apresent-ar· f"luxo e cont.ra-f"luxo e 
variações no cont-eúdo da concent.ração salina. 
Da super:ficie t-ot-al da laguna dos Pat-os (mais de 10000 km2 ), 10% 
cor-respondem ao est-uário, localizado na sua part.e Sul CFig. 1.1). A 
r·egiâo em est-udo se ext-ende desde a cidade de São Lourenço at.é uns 20 
km mar adent-ro. Est-es limit.es :Coram escolhidos para ga:r-ant.ir a 
independência das condições de cont.orno, t-ant.o no modelo 
hidrodin.âmico, quant-o no de t.ransport-e de massa. 
A escolha do cont-or-no em mar abert-o merece uma observação 
especiaL Devido à não exist.ência de dados de concent-ração na saída do 
est-uár·io, f"oi necessário acT·escent-ar· ao dominio do est.uário, uma zona 
de mar aber·t.o. O af"ast-ament.o da cost-a f"oi :fixada em 20 km, por·que é a 
dist.ância minima a part.ir· da qual se pode considerar· que a 
concent-r·ac;ão salina do oceano é const-ant.e e não so:fre inf"luência da 
descar-ga de água doce. Um out.ro mot-ivo par·a a escolha dest-a dist-ância, 
é a modelaç:ão da pluma provocada pela descarga de água doce ao mar 
[Hart.mann, 19891. 
Os dados u1,ilizados nest-e t.r·abalho f"oram obt-idos do Relat-6r·io 
Final apres~=~nt.ado zct Comissão Int-ei~nünist-e:r·ial par-a os Recur·sos do Mar-
CCIRJ'vD. realizado pelo de Geociências 
Univer-sidade de Rio Gr-ande CFURG), cor·r·espondent-e 





São nun1erosos os dados disponi v eis dest-e est.uário e da zona 
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Fig. 4.9 - Estuário da laguna dos Patos 
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cost-eira próxima, sobr·et-udo geológicos, 
[Kant-in, 1983: Har·t-mann, 1989). A grande 








Est-as iníoi~mações t-êm uma periodicidade aproximadament-e mensal 
durant-e os anos 1982 a 1985, vei~ificando-se nos anos post-eriores uma 
diminuicão dest-a frequência. 
realizados durant-e mais ou 
dados se fazia ao longo 
r·ealizados alguns íundeios, 
Pescadores (Fig. 4.9). 
As campanhas consist-iram em cruzeiros 
menos 24 horas, e em geral, a t-omada de 
dos canais do est-uário. Também foram 
principalment-e durant-e 1984, na Pont-a dos 
Foram colet-ados dados de velocidade e direção da cor·rent-e 
vent-o, concent-ração salina, t-urbidez e de mat-erial em suspensão. 
casos dos fundeies os levant-ament-os t'or·am r·ealizados a cada hora. 
e do 
Nos 
Como a t-omada de amost-ras não foi feit-a com a finalidade de 
aliment-ai~ um modelo mat-emát-ico, est-es dados devem ser cuidadosament-e 
escolhidos e processados para t-al f"im. Dest.a forma, do conjunt.o dos 
íundeios disponiveis, só dois puder·am ser aproveit.ados. Est.es 
apr·esent-avarn 
cont-inuos ao 
niveis, velocidades e concent-rações salinas com regist-r·os 
longo de per·iodos da ordem de um dia. Alguns íundeios 
apr·esent-avam uma 
const-ant-e dur·ant-e 
cunha salina muit-o pl~onunciada, uma concent-r·ação 
t.odo o rundeio, ou ainda os dados da cor·r·ent-ologia 
est-avam incomplet-os. 
Os dois fundeies escolhidos par·a tJest-ar os modelos hidr·odinâmico 
e de t,ransport-e de massa Íoram: 
a) C.r-uzeü~o HS XII - 3-4/10/84 
b) Cr·uzeir·o MS XV - 4-5/12-84 
4.3.1 - Dados de ent,rada ger·ais 
A malha de element-os finit-os "t-Piangular·es que f"oi const-r·uida par·a 
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o est.uário da laguna dos Pat.os, t.em 254 element.os e 613 nós (Fig. 
4.10). O menor· t.amanho do element.o est.á limit.ado pela largur·a do canal 
de acesso, que na part.e mais est.r·ei t.a é de 700 m, dando um .6.x mini mo 
de 350 m (considerando elemen-tos quadrá-ticos). Em !unção dos valor·es 
car·act.erist.icos do coef"icient.e de dispersão longi-tudinal, est.e valor 
de !::.x t.ambém assegura que o número de P e seja da ordem um. 
Est.a conf"iguração da malha f"az com que o sist.ema a resolver no 
modelo de tr·anspol"te de massa fosse de 584 equações e no modelo 
hidr·odinâmico 1650 equações. 
As pro:Iundidades 
nr·o. 2140, com escala 
1:25000. Est.a segunda 
f"oram levant.adas da cart.a da Marinha do Brasil 
1:271600, e da cart.a nro. 2101 com escala 
permit.iu obt.er com maior det.alhe as 
pr·oíundidades dos canais do es-tuário. 
A escolha das condições iniciais do modelo de t.ranspor-t.e de 
massa é mui t.o impor-t.ant.e, devido a que os "tempos de simulação são 
ger-alment.e cur-t.os (menos de 24 horas) e o sist.ema não chega a per-der- a 
"memoria", af"et.ando assim os result.ados obt.idos. Em out.r-as palavr-as, 
par·a os t.empos de simulação aqui usados as soluções se mant.êm sob 
int~luência das condições iniciais. O desconhecimen-to das mesmas :Iez 
com que f"ossem escolhidas em f" o r-ma ar-bi t.r·ár·ia, seguindo como indicação 
os pert~is longi-tudinais medidos nos cruzeiros [Paim et. alii, 19861. 
Est.es últJimos só f"or·necer-am uma ideia da si-tuação, já que não é 
conhecido o t.empo no qual f"or·am realizados em r-elação ao "tempo do 
f"undeio. 
As condiç:ões iniciais par·a o modelo hidr·odinâmico f"or·am 
VF.:locidades nulas e nível const.ant.e e igual ao nivel médio do mar·. 
NestJe caso o per·iodo de inf"luência das condições iniciais é menor, 
nor·malment.e em t.or·no de 5 hor·as. 
no 
As condições 
tA:~rnpo; no rnar· 
de cont.orno de concent.raçâo f"oram sempre const.ant.es 
o valor escolhido f"oi de C=30 g/1 [Kant.in, 19831 e no 




F'ig;. 4.10 - r-talha de element.os i"init.os usada 
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No modelo hidr·odinâmico as condições de contorno f·oram t~ixadas da 
seguin-te no con-tor·no a mon-tan-te f·ol'am pr·escr·i -tos ni v eis 
cons-tan-tes. No con-torno aber-to f"oi realizado o seguin-te t.est.e: a 
par·-tir· do cálculo da mar·é as-tronômica (composição de har·mônicos), foi 
r-elacionado es-te nivel com o obt.ido na Pon-ta dos Pescador·es <Fig. 
4.9). A variação en-tre os mesmos foi de poucos cen-tímetros. Desta 
forma, a condição de contorno no mar aberto usada nas simulações, foi 
const.ruida cor·l'i;;indo os valores observados de níveis na Ponta dos 
Pescadores com a difel'ença obtida da relação anterior. 
O pr·oblema mais sério apresentou-se neste ponto. Na zona da 
cidade de Rio Gr·ande existe um linigrafo e dois mar·égrafos, um destes 
últimos apar·entemente instalado para as campanhas da FURG. Os ni v eis 
de r·ef·er·ência dos mesmos não se encontram ref"erenciados a algum ponto 
fixo, nem relacionados entre se ou com as cartas da Marinha. 
O cálculo da mar·é astronômica r-eferenciado anteriormente foi 
r·ealizado a pal'tir de uma série senoidal, onde em cada termo intervem 
a amplit.ude (ai.), período <Ti.) e fase (<,C\) do harmônico. A soma é 
r·ealizada sobr·e o número <N) de harmônicos considerados: 
N 




Par·a a zona de Rio Grande os nove principais harmônicos são [S.H.O.M., 
1982] são apl'esentJados na tabela 4.2. 
IHal'mô~lico I Q1 01 Kt Nz Mz <::" MN4 M4 MS4 ...>z 
I aL (mm) I 31 108 47 44 34 34 25 46 13 
IT <hor·as) 24 26 24 13 12 12 6 6 6 
I f{'~ . ) I 40 72 134 193 228 26 63 109 179 <.gr·aus I 
Tabela 4.2 - Pr-incipais har·mônicos de Rio Gr·ande [S.H.O.M., 1982] 
O valor do intJervalo de t.empo de cálculo f"oi de 15 min par·a o 
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modelo hidrodinârnico CC =44 r na equação 3.24), devido a que valores de 
1naior·es apresent.avam pequenas oscilações. Para o modelo de 
dispersão o l.:..t. t-oi de 30 min, calculado a par·t.ir da equação 3.25, para 
valor-es t.ipicos do coet·icient.e de disper-são. 
O cálculo do coef"icient.e de disper·são longit.udinal t-oi realizado 
a par·t.ir· da t.eor·ia exposta no ponto 2.3.3 para :fluxo oscilatório. 
Considerando que na zona de Rio Grande a maré é diurna, que um valor 
r·epr·esen~a~ivo da velocidade média é Vn .. =0.5 m/s e que a intensidade da 
t.ur·bulência pode ser· assumida como igual a o.zv!, obtém-se que o 
coef'iciente de dispersão longitudinal é de 30 m 2 /s aproximadamente, 
tomando Et =1 m 2 /s. As component.es do t.ensor· de di:fusão são calculadas 
como :foi indicado no capit.ulo 2, equações (2.59). O valor de K t-oi 
t.omado const.ante, devido a que nas zonas onde poderia ser menor, 
exist.em out.ros t·enômenos de mist.ura envolvidos (maré obst.ruida e 
velocidade residuaD que não são possiveis de serem calculados. 
O número Péclét. (equação 3.26) apresenta-se mais des:favorável 
par·a a zona do canal de acesso, dando valores em tor·no de 10, o qual 
que podem existir pequenas oscilações. Nas simulações 
r·ealizadas est.as oscilações não at.ingiram 1% do valor calculado. 
Out.ros parâmetros que só intervém no modelo hidrodinâmico são o 
coef·i ciente de Chezy (equação 2.41), calculado a de un1 
coef'icient.e de Manning de 0.03 e o coef'icient.e de arr·aste CD (equação 
2.42) t.omado igual a 3.2x10-3 . 
4.3.2 - Cr·uzeir·o MS XII - 3 e 4 de out.ubr·o de 1984 
Est.e f'un.deio -Leve uma dur·aç:ão de 17 horas, iniciando às 16 hor·as 
do dia 3 e f'inalizando às 9 horas do dia 4. Dur·ant.e o :fundeio t-oram 
dados hor·á1~·ios de velocidades na super·f·icie, meia 
pT·of·undidade e rundo, int.ensidade e dir·eç:ão do ven.t.o (tabela 4.3) e 
salinidade na super·f'icie, e Os dados de 
niveís obt.idos de Ulll localizado na Pont.a dos 
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Pescadores (Fig. 4.9), que como se infere do item só 
fornecem as variações dos mesmos. Os dados de ventos 
simulação foram consider·ados constantes em todo o dominio. 
incluidos na 
Tempo Chs) 16 20 24 4 8
Velocidade Ckm/h) 21 10 10 10.5 10 
Direção N sw sw s s 
Tabela 4.3 - Velocidade e direção do vento - Cruzeiro MS XII 
A figura 4.11 mostra os níveis medidos e calculados na Ponta dos 
Pescadores, observando-se um excelente ajuste. Deve ser salient.ado 
novamente que está-se supondo que o nível médio do mar coincide com o 
nível médio dos dados e o gradiente de níveis entre a Laguna e o mar· 
não é considerada por ser desconhecida . 
··········:···················•·❖•······· 
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4.12 - Velocidades obser·vadas e calculadas - Cruzeiro MS XII 
A figura 4.12 mostra a comparação de velocidades, onde as 
velocidades positivas indicam maré vazante. As fortes velocidades 
registradas ao inicio do fundeio e não encontradas pelo modelo, são 
devidas provavelmente aos grandes desníveis entre a laguna e o oceano 
ocorridos nos dias anteriores. Após a saída destes volumes de água 
doce (aproximadamente horas), as velocidades observadas e 
calculadas se ajustam bem, tendendo a diminuir com o aumento de nível 
(após t=29 horas) e a se inverter 
A semelhança dos valores das velocidades medidas e calculadas 
após os primeiros intervalos de tempo (t=20 horas) estariam indicando 
que não na defasagem entre as médias dos níveis medidos e calculados e 
que o gradiente entre a laguna e o mar só é importante nas primeiras 
hor·as de simulação. Para este caso aparentemente há uma superposição 
dos planos de referência dos níveis. 









ponto 2.2.3. Isto é retletido no 
cálculo da salinidade média na seção (Fig. 4.13), que aparece com uma 
tendência completamente diferente à calculada. Só no fim do fundeio 
começou a aparecer· um tendência à mistura na vertical. Este resultado 
era de se esperar, já que o modelo não simula efeitos de estratificão 
vertical. 
4.3.3. - Cruzeiro MS XV - 4 e 5 de dezembro de 1984 
O cruzeiro MS XV começou às 10 horas do dia 4 e finalizou às 10 
hor·as do dia seguinte. Durante o fundeio foram coletados os mesmos 
dados que no anterior. Os dados de velocidade e direção do vento são 






Fig. 4.13 - Salinidade observada e calcu.lada - CRuzeiro MS XII 
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estes dados f'oram alterados durante a simulação, devido ao grande 
desnível que o vento induzia. O modelo gerava no contorno de mar
aberto, f'ortes velocidades para satisf'azer• continuidade. 
Tempo Chs) 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 
Veloc. Ckm/h) 27 22 18 18 27 27 27 27 27 23 25 23 13 
Direção sw sw S\1l N E sw SW sw sw w w w sw 
Tempo Chs) 23 24 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Velocidade Ckm/h) 25 23 30 29 29 27 21 21 10 10 12 16 
Direção sw sw sw sw sw sw sw sw sw sw sw sw 
Tabela 4.4 - Velocidade e direção do vento - Cruzeiro MS XV 
A f'igura 4.14 mostra a comparação entre os níveis observados e 
calculados na Ponta dos Pescadores. Estes ni veis apresentam uma 
pequena amplitude e continuas variações ao redor do nível médio. 
A f'igura 4.15 apresenta as velocidades observadas e calculadas. 
No gr·áf·ico se obse1--va que as curvas seguem as mesmas tendências, mas 
dif·erem em um valor• apar·entemente constante. Isto f'oi verif'icado 
subtraindo da sér·ie de velocidades observadas, seu próprio valor médio 
e super·pondo este resultado à serie de valor·es calculados CFig. 4.16). 
Isto est.ar·ia indicando a existência de uma dif'erença na 
ref"er·ência dos níveis observados ern relação à r-ef'er-ência da 
bati metr·ia. Neste caso também é impor·t.ante a inf"luência do gr•adiente 
de níveis entJre a Laguna e o mar·, já que as velocidades medidas são 
maiores que as calculadas. Este gradiente estar·ia indicando uma saída 
continua par-a o mar· de volumes de água pr·ovenientes da laguna. O 
desconhecimentJo do gr·adiente de ni veis entr-e a laguna e o mar-, e da 
r·elação entre os valo1--es de r·ef'er•ência dos níveis, indicam que 





Fig. 4.14 - Níveis observados e calculados - Cruzeiro MS XV 
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Fig. 4.15 - Velocidades observados e calculadas - Cruzeiro MS XV 
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Fig. 4.16 - Velocidades observadas (cor·rigidas) e calculadas -
Cruzeir·o MS XV 
Nas f'iguras 4.17a e 4_17b são apresen~ados os campos de 
velocidade calculados par·a estJe cruzeiro. A primeira corresponde às 
velocidades de enchen~e (t.=17 hs) e a segunda às velocidades de 
vazantJe <t.=27 hs)_ Obser·va-se nas figur·as que as velocidades maior·es 
de enchent.e e vazantJe encont.r·am-se nos canais do est.uár·io, respeit.ando 
a mor·f-ologia dos mesmos. Por·ém, quando o escoament.o é 
vazant.e, se pr·oduzem pequenas oscilações da velocidade na saida ao 
mar·. Est.as oscilações sejam devidas ao eleit.o de 
expansão br·usca na desembocadur·a e pôde-se verilicar· que não 
aurnent.avam c:on1 o t.ernpo. 
A simulação da salinidade para est.e cruzeiro é apr·esent.ada na 
Fig. 4 .18, onde o ajust.e é consider·ado sat.isf-at.ór·io_ 
No cálculo da sali.nidade para a modelacão dest.e c1:-uzeir·o, I oi de 
vi t.al impor·t.ância a escolha das condições iniciais_ Os dados de 
concentJr·ações e velocidades obsePvadas indicar-am que houve uma ent.r·ada 
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.t 17 hr. 
3 m/s 
X 
4.17a - Campo de velocidades enchente simuladas - Cruzeiro MS XV 
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.Y 
t 27 hr. 
0. 3 m/s 
' ' 
X 
Fig. 4.17b - Campo de velocidades vazante simuladas - Cruzeiro MS XV 
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grande de água salgada ao estuário, provocando uma mistura cujo 
resultado indicaria um estuário parcialmente estratificado. Deve-se 
salientar também, que as condições metereológicas reinantes durante 
este cruzeiro contribuiram para aumentar a mistura (tabela 4.4). Os 
valor·es de concentração observados variam de 30 g/1 no fundo a 16 g/1 
na superficie, e na horizontal a concentração média observada variou 
de 26 a 16 g/1 ao longo do tempo do fundeio. 
A figura mostra também que, como no caso das: velocidades, as 
tendências dos valores medidos e calculados são semelhantes. Este 
resultado é considerado satisfatório, sendo dificil de ser melhorado, 




Fig. 4.18 - Salinidade obser·vada e calculada - Cruzeiro MS XV 
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Um ou-Lr·o problema é a de-Ler~minação do valor do coef"icien-Le de 
dispersão lon;~i-LudinaL Como o campo de velocidades obser·vadas 
coef"icien-Le 
coeficient-e 
apresent-a uma velocidade residual CFig. 4.15)~ ao 
calculado para o f"luxo oscilat-ório deverá ser somado um 
devido a est-e escoament-o unidirecional (Capit-ulo 2, it-em 2.3.3). 
curvas 
t.empos 
Por· últJimo, nas :figuras 4.19, 
de isoconcen-Lração calculadas 
20, 24 e 30 horas. Est.a 
4.20 e 4.21 são 
para o cruzeiro 
sequência most.ra 
velocidades de enchent-e nos dois primeiros grát-icos e 
-Ler·ceiro. Observa-se que a curva-Lur·a das isolinhas 
canais onde as velocidades são maior·es, pr·incipalmen-Le 
Pont-a do Ret-iro e a Pont-a Rasa CFig. 4.20). 
apresent-adas 





da vazant-e no 
acompanham os 
a zona entr·e a 
Na vazant-e, na zona do mar pr·óxima aos molhes aparece o ef"eito da 
descarga de água doce com concent-rações menores que a supost-a para o 
mar·. 
Est-as f"iguras podem ser de grande ut-ilidade para :fins de projeto 
de inst-alações de t-omadas de água, na t..ent..at..iva de evit-ar· o cust..o 
associado ao -Lr·a-Lamen-Lo da sua qualidade, e par·a est-udos de llora e 
t·auna. Um exemplo 
São Gonçalo CFig. 
sendo a pr·imeir·a 
dist-o é a oper·aç:ão 
4.9). Est..e canal une 
mui -La ut-ilizada par· a 
da compor~-La localizada no canal 
as lagunas Mir·im e dos 
ü~rigação de arr·ozeiras. 
Pat-os~ 
Quando 




laguna dos Pat-os é maior· que na laguna Mir·im, e a água 
do canal apr·esen-La t-eor· salino, a compor·t.a é t·echada 
en"Lr·ada destJa água salgada à laguna MiT·im. O modelo 
per·mi -Lir·ia uma primeira es-Lima-Liva de oper·ação da 
Est-e modelo apr·esen-La a limit-ação de não ser· apr·opr·iado par~a a 
simulação de coT·pos de água per··fei t.ament.e es-Lr·a-Li:ficados. Est.a 
limit.aç:ão deve sei' levada em cont.a, já que os T·esul-Lados obt-idos podem 
não concor·dar· com a r~ealidade f"ísica. No caso de corpos de água bem ou 
par-cialmentJe míst.ur·ados, o modelo pode St~I· mais explor·ado dependendo 












Fig. 4.21 - Linhas de isoconcent..ração - Cr·uzeir·o MS XV - t.=30 hs 
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pr·esente trabalho í"oi desenvolvido e 
de transpor-te de massa, integr·ado na 





o qual f"oi 
hidrodinâmco 
previamente desenvolvido. 
5.1 - Conclusões 
Foi realizada uma revisão sobr·e as causas e consequências: dos: 
distintos: mecanismos: de mistura em corpos: de água, particularmente em 
estuários, os: coeficientes: que os representam, e as fórmulas para o 
cálculo dos mesmos:. 
É apresentado o cálculo do coef1ciente de disper--são longitudinal 
para um escoamento oscilatório, que é o mais: apr·opr·iado para o caso de 
estuários:. A falta de medições deste parâmetro, em pontos: 
caracteristicos, f"az com que o mes:mo se t.ransf"or·me em um coef"icien.t.e 
de ajust.e. 
São apr-esentados os modelos matemáticos par--a a modelação da 
hidrodinâmica de cor·pos de água e da dispersão de substâncias, dando-
se especial at.enç:ão aos modelos 2- D integrados: na vertical (equações: 
2.40 e 2.58), já que roram os usados: ao longo do t.rabalho. 
A escolha destA~ tipo de modelo bas:eou-s:e no inter--esse de modelar· a 
des:te modelo 
e no f"at.o do 
misturado ou 
variaç:ão das concentr·ações 





estuário passar grande parte do tempo 




No desenvolvimento do modelo de disper·são roi r·ealizada a 
discr·et,ização espacial usando-se o método dos: elementos t·initos com o 
cr·i·Lér-io de Galer-kin p;.:tr·a elementos quadr·áticos isopar··amétr-icos. Sua 
apr-·esent.aç:ão em detalhe pode ser analisada no item 3.2.. Para a 
discr-et,ização temporal f"oi us:ado o método de dif"er·enças f"initas com o 
escp1ema de Galerkin (8=0.67). Este mesmo pr·ocedimento já havia sido 
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modelo hidr·odinâmico foram velocidade 
condições de cont.or•no, niveis nos 
cont.ornos aber·t.os e fluxo nulo nos cont.ornos fechados. A falt.a de 
conheciment.o das condições iniciais para o caso da laguna dos Pat.os, 
fez com que nas simulações não possam ser incorporados fenómenos como 
velocidades r·esiduais (muit.o comuns em est.uários) e diferenças de 
niveis ent.re a laguna e o mar. Dest.a forma, o� result.ados numéricos só 
conseguem simular as tendências dos valores medidos, não sendo 
possi vel sua compar·ação em valores absolut.os. 
Para o modelo de tr·ansporte de massa, as condições iniciais são de 
vit,al impor·tância, devido a que o modelo apar•entemente tem uma memória 
longa, sendo necessá1'io um tempo de simulacão também maior, para que 
as mesmas deixem de influenciar os result.ados. A falta de dados para 
as condições iniciais_, fez com que as mesmas fossem fixadas de forma 




condições de contorno 
a um valor pr·escr·ito 
foi possivel devido 
foram tomadas 
(30 g/1 no mar· 
à prolongação 
nos dois contor·nos abertos, 
e O g/1 em São Lourenço). 
realizada no dominio do 
o rnar•_, at.é uma distância que per mi ta considerar
salinidade const.ant.e. 
O valor· de .6.t. no modelo hidrodinâmico t·oi de 15 min (Cr=48) e no de 
t.r·anspor·t.e de massa t·oi de 30 min. 
Fo:r-am 1'ealizados diver·sos testes t.eór·icos par·a os dois modelos. Par•a 
o hidr·odinâmico _, o esquema em element..os fini t.os 
sat.isf·at.ór·io pa1'a Cr alt.os, como f·oi most.rado 
canal (Fig. 4.3). Para o modelo de t,ranspor•t,e 
teór·icos corn soluções analit.icas, indicam 
têm um compor·tament.o 
no t.este da bacia com 
de massa, dois testes 
que o modelo tem 
comport.ament,o sat,isfat,ório par·a valor·es de P e da 01,dem de 1 (Fig. 4.4 
e 4.7). Para P e da or·dem de 10, podem aparecei' algumas oscilações, mas 
são 1·•elat.ivament,e pequenas. O valor• de e mais indicado neste caso é 
0.67 (Fig. 4.!:D. No t..est..e bidimensional _, o valor· do P e na dir·eção do 
escoament.o é da or·dem de 1
_, 
e à medida que a onda vai-se amor·tecen.do _, 
o ajust.e melhor·a (Fig. 4.8). As aplicações a casos reais que são
apresent.adas nest.e t.1,abalho, cont.emplam números de P e da or•dem de 1,
pelo que o uso dest. e modelo é apr·op1,iado.
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O modelo t·oi ut-ilizado par·a o const..it..uint..e salinidade. nor·é-n1 o mesmo 
est..á diret.ament..e prepar·ado para -Lrat..ar out..ras subst-âncias como DBO _, OD 
e coliformes_, dos quais prat..icament..e não exist-em dados aproveit-áveis. 
Dos numerosos dados de campo disponíveis, só uma pequena part..e deles 
pôde ser aproveit-ada, e mesmo assim apresent-am alguns problemas, como 
curt..os períodos de medição, e que impedem inferir dados import..ant..es em 
r·elação ao est..ado ant-erior dos níveis e concent-rações. 
Duas aplicações foram realizadas ao est..uár·io da laguna dos Pat..os, 
comparando os resultados obtidos com os dados obser·vados na Pont..a dos 
Pescadol~es. 
Para o primeiro c1~uzeir·o (3 e 4/10/84), os dados de níveis CFig. 
4.11) e velocidades CFig. 4.12) t..em um excelent-e ajust-e. Porém nos 
pr·imeiros int-ervalos de t..empo, a diferença ent..re os valores observados 
e calculados de velocidade, indica a ocorrência de um desnível 
import..ant..e ent..r·e a laguna e o oceano, do qual não se -Linha int~or·mação. 
Após da saida desses volumes de água, o ajust-e t..or·na-se muit..o bom. A 
Fig. 4.13 apresent-a as salinidades observadas e calculadas, e como 
consequência da necessidade de equilibrar o gradient-e de níveis 
(descarga de água doce), aparece uma cunha salina, a qual o modelo não 
est..á preparado pa1~a simular·. No fim do f"undeio, aparece uma t-endência 
a mist..ura ver·t..ical, indicado pela comparação das duas curvas, a par·t..ir· 
de t-=28 horas. 




CFig. 4.14). A ngura 
e calculadas, onde 
uma 
dos níveis calculados aos obse1~vados 
apesar das var·iações em t..orno ao 
4.15 most..ra os dados de velocidades 








est..al~ia indicando que a 
residual vazant-e. Dit..a 
de c li v idade da linha de 
água é no sent~ido lagur1a-oceano. O conheciment-o do gr·adient..e de níveis 
ent..re a laguna e o mar poderia ser incorporado no modelo, se fossem 
conhecidos os niveis de r·ef·er·ência de linígr·af·os, mal~é-grat~os e car·t..as 
da Mar·inha nessa r·egião. A escolha das condições iniciais de 
que concent-ração salina é de vi t..al impor·t..ância, devido a 
influenciam os cálculos durant~e t-empos rnaio1·es que os aqui 




e calculados t..&m a mesma t-endência, ref-lexo das t-endências da 
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velocidade. Para est-e caso o coeíicien-Le de dispersão longit-udinal f"oi 
calculado como a soma do devido ao escoament-o oscila"Lói~io e o devido à 
velocidade 1~esidual. 
Os programas encont-ram-se implement-ados no comput-ador· Bur·roughs A10 
do Cen-Lr·o de Pr·ocessamen-Lo de Dados <CPD) da UFRGS, comput-ador que não 
é or·ien-Lado para cálculo cien-Lif"ico. O progr·ama do modelo de advecção-
dif"usão t-ambém encon-Lr·a-se implement-ado em um AT-386. 
5.2 - Recomendações 







variáveis, f"az-se necessário um 
a ent-rada ao mesmo. Séries 
levant-ament-o 
t-emporais de 
vent-o e concen-Lr·ação em diíeren-Les pont-os do niveis, velocidade, 
est-uário, a ser·em convenient-ement-e, e conheciment-o do est-ado 
ant-erior da laguna e o mar, são indispensáveis. 
Medidas do coef"icien-Le de dispersão longi -Ludinal 
dif"ei~en-Les condições hidr·áulicas e me-Lereológicas, 





Em caso que se deseje est-udar mais a f"undo o processo de in-Lr·usão 
salina em cunha, seria de in"Lei~esse desenvolver UJn modelo 
hidi~odinâmico e de -Lranspor·-Le de massa in-Legr·ado na horizont-al. Porém, 
est-e modelo deve est-ar· r·es-Lr·i-Lo a zona do canal de acesso ao por-Lo de 
Rio Gr·ande. O modelo aqui apresent-ado poderia f"ornecer os dados de 
en-Lr·ada para o modelo ver·-Lical. 
A implement-ação de um modelo de cálculo de velocidades r·esiduais 
(in-Legr·ação no ciclo da maré) e niveis para obt-er· ef"ei-Los de longo 
pr·azo sobr·e o sist-ema, se1~ia necessái'io se não houver dados de campo 
apropr·iados. 
A ot,imização dos dois modelos, 
comput,ador de pequeno por· t-e, com a 











gr·ande volume de memór·ia, como é o caso do est-uário da laguna dos 
Pat-os. 
O cálculo de -Lranspor·-Le de out.r·as subst-âncias, como DBO, OD e 
84 
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bact.er·ias colif"or·mes, pode ser· r-ealizado a par·t.ir· do modelo de 
disper·são desenvolvido, com a incor·por·ação dos dados cor1--espondent.es. 
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